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¿ a¥ÀXa } a �PÂr{��<�fxã}���wN����� �ä}
¿ a¥ÀXa�Ã�arT�a Ä �kqh>v��t��m>stv�g*��kå��Âr{��<��xz��PÂr{��<�fx"}��fw¸�/�����*}Dxæ�*çÌèé�/��� x }}���w çÌèêw��×x"�'ëíì�{n}	�cwP��çÌèê�×xî� ëíì:{n}	�cw��w��ÉXxï� ëíì�{�}��cwP�w
¿ a¥ÀXa�Ã�a>ËHa � ÉXð �Z~�}
¿ a¥ÀXa�Ã�arU�a ��{���É5� ð �£��~#�
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¿ arÀXa � a¥T	a Õ[��h�m>s���klp�Å5�/k��±°��kRÅ5��e�mrs�v[gØ�j{��<�fxæ�¾e[��´Èknmj�/g/k�h>v��t��mrs�v[g�h�m>prstinm>kq´Nkqg5mÇ�Fv[h>s�m>st¦�kÅ5�/k:�±° v�g�g/v�mrklp¥e��¸�
¿ arÀXa � arË�a � v�g5m>prklp�Å5�Z° v�g*eN�L° klg�iqe���prkl´Èkqg[m����
	���	�}����
¿ arÀXa�	a � p/�kRinsÙh�kqpje��tv�p¥hÊ�tk:h�st¯�g�k��/k¸�j{��<� klg��bv�gci�m>stv�g*��k�Ç�¿ arÀXa���a � p¥e�inkqpÇ�teÈinv[�/pr¤ckV¢ju/�Ùeåm¥e�g/¯[klg5m>k%Ú É knm��Ùe¸mre�g/¯�kqg[mrk:e����cv[s�g5m²�Û° e�¤�hrinsÙhrh�kV� É �
¹*ºP»�?/;�¼��
�²g/k:�Fklp¥h�v[g/g/k�e¸�tv��Ç�k:�/g�h�m>�c��s�v%§eN��e�p�mrs�pj���Ì}�������e�g5¦	stklp Ã �c�F�Z�
�<���tk:e#¦�e�s�mÇ�tk:i¥®/v�s�oKkqg[mrp>k:��kq��oDilv�g5m>p¥e�m¥h��
� dfe�gchÇ��kRh���kl�/oDile[hlu��tk���v��[klpÇs�g�s�mrste��Û¦#e��te�s�m Ã�Ö �c�Dkl��p>v5hÊ�Fv���pj�L° e�g/gÇ�klk Ã �F�F�Z�
�! ¦�kqi¸�tkNilv�g5m>p¥e�mfg#"�}Fu���kÈ�tv	iqe�m¥e�stp>kåe[ililkl��m¥e�s�m�Å5�/k[u�i¥®ce�Å5�/k¸e�g/gÇ�kqk�u���kN�tv���klp�e�g�g5��kl�Pe��/¯[´Nkqg5m>kÈ��kD}/�c�%kq�/prv[h�ce�pjp¥e��/�Fv�p>mÇe��D�tv���kqpj��k��L° e�g/gÇ�klk��/p/�kqi��kR��klg5mrk��
�$ ¦�kqiD�tk�ilv�g5m>p¥e�mNg#" Ã u���k��tv	iqe�m¥e�stp>k�e�ililkl��m¥e�s�mNÅ5�/k[uPi¥®ce�Å5�/kDe�g/gÇ�kqk�uP��k*�tv���kqp¸e�g�g5��kl�je��/¯[´Èklg5m>k���k%�#% ��e�pp¥e����cv[p�mje�����v��[klpj��k:�±° e�g/gÇ�kqkf��p/�kRi��kq�/klg5m>k[�
¿ a'&åa } a ( gVg�v�m>k*)�+ �tkX��v��[klp���e,�<�k¸kqgÌkl�/prv[hf�Fv��/p��±° e�g/gÇ�kqk Ã �F�c���õì�u:�tv�p¥h>Å5�/kN�tk�inv�g5mrpre�mfg#"�} e£�knm/�ki¥®/v�sÙh�s±�¿ a'&åa } arT	a d��klm>klpr´Ès�g�klp-)ÊÉ�u.) Î klm/)10	�¿ a'&åa } a>ËHa d��klm>klpr´Ès�g�klp-)�+ klg��bv�gci�m>stv�g*��kVì��¿ a'&åa�Ã�a ( gyg/v�mrk32 + �tkK�tv��<�k���e,�Ê�k�kqgykl�/prv[hå�cv[�/på�±° e�g/gÇ�kqk Ã �c�F����ì�uå�tv�p¥h>Å5�/kX�tkDilv�g5m>p¥e�måg4" Ã e¾�knm/�ki¥®/v�sÙh�s±�
¿ a'&åa�Ã�arT	a d��klm>klpr´Ès�g�klp-2 É u52 Î knm-2 0 �¿ a'&åa�Ã�a>ËHa d��klm>klpr´Ès�g�klp-2 + klgD�bv�gci�m>stv�g*��kÌì��¿ a'&åa¥Ï/arT	a Õ���h�m>s���kqp�Å[��k�uÛ�Fv��/p�mrv���m�kqg[mrs�kqp:ì�uZv�gÌeV� 2 + �6) + x87 9 �j{�ì²�ÐvZ§�:7 kRh�m:�/gÌklg5mrs�kqpÅ[��k:�L° v�g��/p/�kqinsÙh>klp¥e/�
¿ a'&åa¥Ï/a>ËHa ; g���sÙÅ[��klpRu/h��/st¦�e�g5mj��kRhj¦�e��tkl�/p¥hÇ��kVìfu���kRÅ[��kl�Z��kRh���kl�/oK��v��[klp¥h5)�+Ìv��/2<+kRh�mj�tk:´Nv[s�gchK�kl�tkl¦<�k��¿ a'&åarÖ�a Á e��Ùin�/�tklpRu�klgV�bv�g�inm>stv�gÌ��k3ìfu��Ùe*h�v[´N´Èk>= + x +

?
@�A É ) @ �/kqh��tv���klp¥h���e,�<�kqhf�cv[�/p:�tkqh:e�g�g|�klkRhf�/kÃ �F�c�§e Ã �c�F�È� ì�u���v[prhrÅ5�/k��tk�inv[g5m>p¥e�mÇg " }�e��klm/�k�i¥®/v[sth>sL�¿ a'&åa � a Á e��Ùin�/�tklpRu�klgV�bv�g�inm>stv�gÌ��k3ìfu��te*h>v�´È´ÈkCBD+ x +
?
@�A É 2 @ ��kRh���v��[klp¥hf��e,�<�kqhf�cv[�/p:�tkqh:e�g�g|�klkRhf�/k

Ã �F�c�§e Ã �c�F�È� ì�u���v[prhrÅ5�/k��tk�inv[g5m>p¥e�mÇg#" Ã e��klm/�k�i¥®/v[sth>sL�¿ a'&åa � a E e��Fklp¥h>v�g/g/kfeåi¥®/v[sth>sF��k�inv[g[mrpre�m<g#"/}Èe�� }��'�F��e�g	¦	s�kqp Ã �c�F�X�Fv���p|��g/k�����p/�kqk���kN} Ï e�gchHG]�cv[�/pÇ��kRhe�g/gÇ�kqkqhj��k Ã �F�c�Ì§e Ã ��} Ã<I �  .� m � kl�t��kf�]e�s�m��tkf¤Fv�g�i¥®/v[s�o.J�Õ[��h�m>s���klpÇ¦�v�m>prk�p��kl�Fv�gch�k[�
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¿ a¥ÀXa � a>ËHa ��	 � 	â}��ile�p �j{ ���*x �È��~5} #������� 	 �knmN�j{n}	���Dx �Z~#�c� ����� ô �VknmN��{ �:��xâ��� � e�pe�s��t�tkl�/p¥hluq�DkRh�m�ilp>v[sthrhre�g5m>k�h>�/pÊ� ����}�� � ul��v[g�i�ulilv�´È´ÈkÊ�j{ ����	µ�j{ ����	µ�j{n}	����e��tv�p¥h �
	���	z}��Z�
¿ a¥ÀXa��a � � � �*�h>st¯�g/k���k¸�j{��<� � � � �
¿ a¥ÀXa��/a
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¿ a�&�a } a¥T	a ) É x Ã�Ö �c� ) Î x Ã �F��� ) 0 x Ã# �c�
¿ a�&�a } arË�a ) +x Ã/Ö �c�È�µ}/���²ì
¿ a�&�anÃ	a¥T	a 2 É x Ã/Ö �c� 2 Î x Ã � Ã � 2 0 x Ã � Ö �
¿ a�&�anÃ	arË�a 2 + x Ã/Ö �c�
9Ø}F~R��� +
¿ a�&�a�Ï�a¥T	a 2 + � ) + x Ã/Ö �c� 9Æ}F~R��� + � Ã�Ö �F���ó}��c��ìØx Ã/Ö �F� 9-� +� +�� Î�� É���� � Ã/Ö �c�D�¡}/���²ìx"}/�c�¸{n}	�f� � + �¡}	���Øì²��x"}/�����j{íì²�

7 x }��c�
¿ a�&�a�Ï�arË�a � s ì�� � e��tv�p¥hÊ��k:�tv���kqp|�tk�´Èv�stg�hK�kl�tkl¦Ê�k�kqh�m 2<+Ê�

� s ì��æ}	� e���v[prh|�tk:��v��[klp|��k:´Èv[s�g�hD�kq��kq¦<�kfkRh�m ) + �
¿ a�&�a¥Ö/a = + x +

?
@�A É ) @ x Ã�Ö

�c�È� Ã�Ö �F�N�µ}/�c�²ìÃ 9 {�ì3�µ}/�fx  ��ì 0 � Ã�Ö  �jì3� Ã/Ö �F�
¿ a�&�a � a B + x +

?
@�A É 2 @ x Ã/Ö �c�
9

}X�¡}F~R��� + Ó Î}X�ó}c~��F� x Ö � �F�c�N{�}F~R��� + Ó Î �ó}/�
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��Â¸kRh�m��tk:h �	´×�knmrp>sÙÅ5�/k:��k	� ��e�pÇpre��/�cv[p�m�§e
�%u
��Â¸kRh�mj�tk�h �	´��knmrp>sÙÅ5�/kf�/k	� �ce�pjp¥e��/�Fv�p>m:§e
��u
�DÂNkqh�mj��k�h �	´��klm>prstÅ5�/k���k�� ��e�pjp¥e��/�Fv�p>m�§e��Ì�
¹*ºP»�?/;�¼Æ½
( g*��v[g/g/k���k�mrp>sÙe�g�¯��tk�������¿#¿ a¥ÀXa } a Á v[g�h�mrp>��s�prk��tkqh��cv[s�g5mrh���Â�u��*ÂNknm��DÂNh>�/pÇ�teN�c¯��/prkf�/v�g/gÇ�kqk��¿#¿ a¥ÀXanÃ	a d��knmrklpr´Nstg/kqpÇ�/kl��o�p/�klkq�th��yklm���m>kq�thjÅ5�/k���ÂNh>v�s�mÊ�tk�¤�e�p'��inkqg[mrp>k�����h ��h�mq§kl´Èk��Z{��~��	���j{��K~��	���F�¿#¿ a¥ÀXa�Ï�a d�k�´��kq´Èk���ÂHkRh�mÇ��kf¤�e�p ��inkqg5m>prk²�Û° �/g�h ��h�mq§kl´Èk���kf�/kl��o��Fv�stg5mrhÇe���kqinm/�kqhÇ��k:ilv5k���instklg5mrhq� E kqÅ5�/kq� J

� �kq´Èk�Å[��kqh�m>stv�g��cv[�/pj��k��Fv�stg5m �KÂ��
¹*ºP»�?/;�¼��
dfe�gchjinknm>m>k:��e�p�mrs�k[u�v�g*inv[g/g�e��!�mj��kfmrp>sÙe�g/¯[��k��XÂ"�*Â#�DÂ��
( g*h>k��/kl´Xe�g��/k�inv�´È´Èklg5mjprknm>prv���¦�klp|�tk�mrp>sÙe�g�¯��tk$����� §eN��e�p>m>stpj����m>prste�g/¯��tk%��Â#�*Â"�KÂ��
¿#¿ a &åa } a Õ��ch�mrs���kqp�Å5�/k���k:¦[kqi�mrkl�/p Ã �q�'&�(�XÂ�� Ö �#��&�(��ÂÛ� �#�'&���KÂNkqh�m�g	�/�±�¿#¿ a &åa�Ã�a d��klm>kqp>´Èstg/klp¸��kRh�p/�klkl�ÙhåwHÂ�u)��Â�knm*�[Âjmrkl�ÙhåÅ5�/k+� h>v�s�må�tk�¤�e�p'��inkqg[mrp>k��/kqh��Fv�stg5mrh,��Â�u-��Â�knm��DÂe���kqinm/�kqhj�/kqhjinv	k��Xils�kqg5mrh*w�Â�u���ÂNknm��[Â��¿#¿ a &åa¥Ï/a Á v�g�h�m>pr�/stp>k$� h��/pÇ�ÙeN��¯���p>k���v�g�g|�klk[u�klg��]e�sÙh>e�g5mÇ�tkqh|mrpre�s�m¥hj��k:inv[g�h�mrp>�ci�m>stv�gDklg�inv[�/�tkl�/pR�

� gV��m>st�tsthre�g5m:�/g/kXe��/m>prkNilv��/�tkl�/pRuÛinv[g�h�mrp>��s�prk¸kqg�h>�/s�mrkÈ��kRh��Fv�stg5mrh	� klm	�Ðklm�m>p¥e�inkqp��tkÈm>prsÙe�g/¯[��k
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¿#¿ arÀ�a�Ã�a ��x } ��x"� Ã
¿#¿ arÀ�a¥Ï/a � Â kRh�m�¤ce�p'�	ilklg5m>prk��/k �Z{��K~�}/���j{�� ~5� Ã � �

�DÂPkqh�mj¤�e�p'��inkqg[mrp>k���k �Û{ ��~5}�� �Ç{ �Ì~	� Ã ���
¿#¿ a'&åa } a Ã �q� &��� Â � Ö �#��&��� Â � �R�'&�(� Â x �& © iqe�p:�Á v[´È´Nk �R� &���DÂ�x Ã � &�(� iqe�p �ækRh�m��tk�´Nst�ts�kq�*�/k�� �(�DÂ � u�#��&���*Â�x � &��� iqe�p � kqh�mÇ�tk:´Ès��tstkl����kK� ���*Â � uklm �R� &���XÂ x �b� &��� ile�p �zkRh�m��tk�´Nst�ts�kq�*�/k�� �XÂ"� � uæe���v[prhf�Ã �q� &��� Â � Ö �#��&��� Â � �R�'&�(� Â x Ã { � &�(�õ� �R� &��� Â �Ê� Ö � &��� � Ã � &�(�x Ã � &���õ� Ã �b� &���¡� Ö � &��� � Ã � &���x Ã { � &��� � � &���µ� �L� &������x �& �
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Le sujet comporte 15 pages numérotées de 1 à 15

EXERCICE I - (12 points)

Donner les réponses à cet exercice dans les cadres prévus ci-dessous

Partie A
On s’intéresse à la production d’un arbre fruitier donné.

On sait que lors de l’année 2000, l’arbre a donné une bonne récolte.

Pour tout entier n ∈ N, on note :

- Bn l’événement “l’arbre donne une bonne récolte durant l’année 2000 + n”,
- Mn l’événement “l’arbre donne une mauvaise récolte durant l’année 2000 + n”.

Si lors de l’année 2000 + n l’arbre donne une bonne récolte, l’année suivante, il donne une

bonne récolte avec la probabilité
1

3
et il en donne une mauvaise avec la probabilité

2

3
.

Si par contre lors de l’année 2000 + n l’arbre donne une mauvaise récolte, l’année

suivante, il donne une bonne récolte avec la probabilité
2

3
et il en donne une mauvaise avec

la probabilité
1

3
.

I-A-1- On note PB(A) la probabilité de l’événement A sachant que l’événement B
est réalisé.
Donner, pour tout entier n ∈ N, les probabilités conditionnelles suivantes :

PBn(Bn+1), PMn(Bn+1), PBn(Mn+1), PMn(Mn+1).

I-A-2- Pour tout entier n ∈ N, on note pn la probabilité de l’événement Bn et qn la

probabilité de l’événement Mn, c’est à dire : pn = P(Bn) et qn = P(Mn).

I-A-2-a- Donner p0 et q0.

I-A-2-b- Donner pour tout entier n ∈ N, la valeur de pn + qn.

I-A-3-a- Pour tout entier n ∈ N, déterminer les probabilités P(Bn+1∩Bn) et P(Bn+1 ∩ Mn)

en fonction de pn et de qn.

REPONSES A L’EXERCICE I

I-A-1- PBn(Bn+1) =
1

3
PMn(Bn+1) =

2

3

PBn(Mn+1) =
2

3
PMn(Mn+1) =

1

3

I-A-2-a- p0 = 1 q0 = 0

I-A-2-b pn + qn = 1

I-A-3-a- P(Bn+1 ∩ Bn) = PBn(Bn+1) × P(Bn) =
1

3
pn

P(Bn+1 ∩ Mn) = PMn(Bn+1) × P(Mn) =
2

3
qn
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EXERCICE I (Suite)

Donner les réponses à cet exercice dans les cadres prévus à la page 3

Partie A (suite)

I-A-3-b- Soit n ∈ N. Justifier la relation : pn+1 =
1

3
pn +

2

3
qn.

I-A-3-c- Pour tout entier n ∈ N, déterminer les probabilités P(Mn+1 ∩ Bn) et

P(Mn+1 ∩ Mn), en fonction de pn et de qn.

En déduire qn+1 en fonction de pn et de qn.

I-A-4- On pose : un = pn − qn, pour tout entier n ∈ N.

I-A-4-a- On montre que la suite (un)n∈N est une suite géométrique de raison b et de

premier terme u0. Préciser b et u0.

I-A-4-b- Pour tout entier n ∈ N, expliciter un en fonction de n.

I-A-5-a- Déduire des questions I-A-2-b- et I-A-4-, les expressions de pn et de qn en

fonction de n.

I-A-5-b- Calculer lim
n→+∞

pn et lim
n→+∞

qn.

Partie B

L’exploitant agricole réalise en vendant la récolte de l’arbre fruitier considéré en première
partie, un bénéfice qui est de :

- 200 euros si la récolte est bonne,
- 10 euros si la récolte est mauvaise.

Pour tout entier n ∈ N, on note Gn la variable aléatoire représentant le gain en euros de
l’agriculteur pour cet arbre lors de l’année 2000 + n.

I-B-1- Compléter le tableau donnant la loi de Gn.

I-B-2- Soit E(Gn) l’espérance de Gn. Justifier que E(Gn) = 105 + 95
(

−1

3

)n

I-B-3- Quelle est la somme totale S des gains que peut espérer obtenir l’agriculteur,
pour les dix premières années de récolte sur cet arbre, de 2000 à 2009 ?
Donner la valeur exacte de S avec le détail du calcul, puis donner une valeur
approchée à un euro près.

I-B-4- Calculer lim
n→+∞

E(Gn). Justifier le résultat.
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REPONSES A L’EXERCICE I (Suite)

I-A-3-b- pn+1 =
1

3
pn +

2

3
qn car

pn+1 = P(Bn+1) = P(Bn+1 ∩ Bn) + P(Bn+1 ∩ Mn) =
1

3
pn +

2

3
qn

I-A-3-c- P(Mn+1 ∩ Bn) = PBn(Mn+1) × P(Bn) =
2

3
pn

P(Mn+1 ∩ Mn) = PMn
(Mn+1) × P(Mn) =

1

3
qn

qn+1 = P(Mn+1 ∩ Bn) + P(Mn+1 ∩ Mn) =
2

3
pn +

1

3
qn

I-A-4-a- Comme un+1 = pn+1 − qn+1 = − 1

3
pn +

1

3
qn = − 1

3
(pn − qn) = − 1

3
un

b = − 1

3
u0 = p0 − q0 = 1

I-A-4-b- un = u0 bn =
(

− 1

3

)n

I-A-5-a- Comme pn + qn = 1 et pn − qn =
(

− 1

3

)n

pn =
1

2

(
1 +

(
− 1

3

)n)
qn =

1

2

(
1 −

(
− 1

3

)n)

I-A-5-b- lim
n→+∞

pn =
1

2
lim

n→+∞
qn =

1

2

I-B-1-

x 200 10

P(Gn = x) pn qn

I-B-2- E(Gn) = 105 + 95
(

− 1

3

)n
car E(Gn) = 200pn + 10qn

Donc E(Gn) = 100
(
1 +

(
− 1

3

)n)
+ 5

(
1 −

(
− 1

3

)n)
= 105 + 95

(
− 1

3

)n
.

I-B-3- S = E(G0) + E(G1) + · · · + E(G9)

= 105 × 10 + 95

[
1 +

(
− 1

3

)
+

(
− 1

3

)2

+ · · · +
(

− 1

3

)9
]

= 105 × 10 + 95
1 − (−1

3

)10

1 + 1
3

= 1050 +
95 × 3

4

(
1 − 1

310

)

S ' 1121

I-B-4- lim
n→+∞

E(Gn) = 105 car
∣∣∣∣−

1

3

∣∣∣∣ < 1 donc lim
n→+∞

(
− 1

3

)n
= 0
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EXERCICE II - (10 points)

Donner les réponses à cet exercice dans les cadres prévus à la page 5

On considère l’espace rapporté à un repère orthonormé (O,~ı,~,~k).

On appelle vecteur normal à un plan P de l’espace tout vecteur directeur d’une droite or-
thogonale à P .

Soit le plan P1 d’équation 2x + 3y − z = 0 et le plan P2 passant par le point A(0, 2, 1)
et de vecteur normal ~n2(4, 2, −1).

II-1- Déterminer une équation du plan P2.

II-2-a- Donner un vecteur ~n1 normal à P1.
En utilisant les vecteurs ~n1 et ~n2, justifier que les plans P1 et P2 sont sécants.

II-2-b- Déterminer un point E et un vecteur directeur ~u de la droite D intersection
de P1 et de P2.

II-3- On considère le plan P d’équation : −2x + y = 0.

II-3-a- Donner un vecteur ~n normal au plan P .

II-3-b- Montrer que D est parallèle au plan P .

II-3-c- En utilisant les vecteurs ~n, ~n1 et ~n2, justifier que les plans P et P1 sont
sécants ainsi que les plans P et P2.

II-4-a- Montrer que les points O et A1(1, 2, 8) appartiennent aux plans P et P1.

II-4-b- En déduire un système d’équations paramétriques de la droite D1, intersection
des plans P et P1.

II-5-a- Montrer que A2(0, 0, −3) appartient aux plans P et P2.

II-5-b- Soit le vecteur ~v (1, 2, 8). Déterminer les produits scalaires ~v.~n et ~v. ~n2.

II-5-c- Donner un point et un vecteur directeur de D2, intersection entre les plans
P et P2.

II-5-d- Quelle propriété vérifient les droites D1, D2 et D ? Justifier la réponse.

II-6- On considère le point M(2, −1, −1).

On désigne par H(a, b, c) la projection orthogonale du point M sur le plan P .

II-6-a- Que peut on dire des vecteurs
−−→
MH et ~n ?

II-6-b- Quelles relations en déduire pour les coordonnées a, b et c de H ?

II-6-c- Déterminer les coordonnées a, b et c de H.
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REPONSES A L’EXERCICE II

II-1- Equation de P2 : 4x + 2y − z = 3

II-2-a- ~n1 (2 , 3 , −1)

P1 et P2 sont sécants car ~n1 et ~n2 ne sont pas colinéaires.

II-2-b- M(x, y, z) ∈ D = P1 ∩ P2 ⇐⇒
{

4x + 2y − z = 3
2x + 3y − z = 0 ⇐⇒





x = x
y = 2x − 3
z = 8x − 9

.

d’où E (0 , −3 , −9) et ~u (1 , 2 , 8)

II-3-a- ~n (−2 , 1 , 0)

II-3-b- D est parallèle à P car ~n.~u = −2 + 2 + 0 = 0 donc ~n est orthogonal à ~u.

II-3-c- P et P1 sont sécants car ~n et ~n1 ne sont pas colinéaires.

P et P2 sont sécants car ~n et ~n2 ne sont pas colinéaires.

II-4-a- O ∈ P car −2 × 0 + 0 = 0 O ∈ P1 car 2 × 0 + 3 × 0 − 0 = 0

A1 ∈ P car −2 × 1 + 2 = 0 A1 ∈ P1 car 2 × 1 + 3 × 2 − 8 = 0

II-4-b- Système d’équations paramétriques de D1 :

M(x, y, z) ∈ D1 = P ∩ P1 ⇐⇒
{ −2x + y = 0

2x + 3y − z = 0 ⇐⇒




x = x
y = 2x
z = 8x

II-5-a- A2 ∈ P car −2 × 0 + 0 = 0 A2 ∈ P2 car 4 × 0 + 2 × 0 − (−3) = 3

II-5-b- ~v.~n = −2 + 2 + 0 = 0 ~v. ~n2 = 4 + 4 − 8 = 0

II-5-c- Point de D2 : A2 (0 , 0 , −3) Vecteur directeur de D2 : ~u2 (1 , 2 , 8).

II-5-d- D, D1 et D2 sont parallèles.

Justification : Elles ont le même vecteur directeur de coordonnées (1, 2, 8).

II-6-a-
−−→
MH (a − 2 , b + 1 , c + 1) et ~n (−2 , 1 , 0) sont colinéaires.

II-6-b- a, b, c vérifient les relations :

D’après la question II-6-a-, il existe k ∈ R tel que





a = 2 − 2k
b = −1 + k
c = −1

H ∈ P d’où −2a + b = 0 et donc k = 1.

II-6-c- a = 0 b = 0 c = −1
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EXERCICE III - (16 points)

Donner les réponses à cette partie d’exercice dans les cadres prévus à la page 7

Le plan P est rapporté à un repère orthonormal direct (O;~i,~j).
Pour tout entier naturel n, on considère la fonction fn, définie sur R par :

fn(x) =
e−nx

1 + e−x

On note Cn la courbe représentative de fn dans P .

Partie A

Dans cette partie, on étudie la fonction fn dans deux cas particuliers : n = 0 et n = 1.

III-A-1- Ecrire les expressions f0(x) et f1(x).

III-A-2-a- Calculer lim
x→+∞

f0(x) et lim
x→−∞

f0(x).

III-A-2-b- Préciser les équations des asymptotes en +∞ et en −∞ à la courbe
représentative C0 de f0.

III-A-3-a- Calculer f ′
0(x) où f ′

0 est la dérivée de f0.
Dresser le tableau de variation de f0.

III-A-3-b- Déterminer une équation de la tangente TI à C0, au point I

(
0,

1

2

)
.

III-A-4- Tracer la courbe C0, ses asymptotes et la tangente TI .

III-A-5-a- Déterminer le réel a tel que, pour tout réel x,on ait : f1(x)−f0(−x) = a.

On donnera le détail du calcul.

III-A-5-b- En déduire la transformation géométrique simple par laquelle la courbe
C1 représentative de f1 se déduit de C0.

III-A-5-c- Tracer alors en couleur C1 sur la figure de la question III-A-4-.
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REPONSES A L’EXERCICE III Partie A

III-A-1- f0(x) =
1

1 + e−x f1(x) =
e−x

1 + e−x

III-A-2-a- lim
x→+∞

f0(x) = 1 lim
x→−∞

f0(x) = 0

III-A-2-b- Equations des asymptotes à C0 :

y = 1 au voisinage de +∞ et y = 0 au voisinage de −∞.

III-A-3-a- f ′
0(x) =

e−x

(1 + e−x)2

x −∞ +∞

f ′
0(x) +

f0(x)

0

1

III-A-3-b- Equation de TI : y =
1

4
x +

1

2

III-A-4-

~i
O

~j

C1
TI

y = 0

y = 1

C0

III-A-5-a- a = 0 car ∀x ∈ R, on a :

f1(x) − f0(−x) =
e−x

1 + e−x − 1

1 + ex
=

e−x + 1 − 1 − e−x

(1 + e−x)(1 + ex)
= 0.

III-A-5-b- C1 se déduit de C0 par la symétrie orthogonale d’axe (Oy).

III-A-5-c- Voir figure de III-A-4-
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EXERCICE III (Suite)

Donner les réponses à cette partie d’exercice dans les cadres prévus à la page 9

Partie B

On considère la suite (un)n∈N dont le terme général est donné par :

un =
∫ 1

0

fn(x)dx

III-B-1-a- Justifier que u0 + u1 = 1 en donnant le détail du calcul.

III-B-1-b- Calculer u1. On donnera le détail du calcul.

III-B-2-a- Soit n un entier non nul. Calculer l’intégrale I =
∫ 1

0

e−nxdx.

On donnera le détail du calcul.

III-B-2-b- Justifier que pour tout entier naturel non nul n, on a :

un+1 + un =
1 − e−n

n

III-B-3-a- Soit n un entier naturel quelconque et x un réel de [0, 1].

Quel est le signe de fn+1(x) − fn(x) ? Justifier la réponse.

III-B-3-b- En déduire alors le sens de variation de la suite (un)n∈N.

III-B-4- Justifier que pour tout entier naturel n, on a un > 0.

III-B-5- Expliquer pourquoi la suite (un)n∈N admet une limite lorsque n tend
vers +∞.

III-B-6- On note l la limite de la suite (un)n∈N.

III-B-6-a- Calculer lim
n→+∞

1 − e−n

n
. Justifier le résultat.

III-B-6-b- En déduire l. Justifier le résultat.
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REPONSES A L’EXERCICE III (suite) Partie B

III-B-1-a- u0 + u1 = 1 car

u0 + u1 =
∫ 1

0

f0(x)dx +
∫ 1

0

f1(x)dx =
∫ 1

0

(f0(x) + f1(x))dx

=
∫ 1

0

1 + e−x

1 + e−xdx =
∫ 1

0

1dx = 1.

III-B-1-b- Calcul de u1 :

u1 =
∫ 1

0

f1(x)dx =
∫ 1

0

e−x

1 + e−xdx =
[

− ln(1 + e−x)
]1

0

= −ln(1 + e−1) + ln2

III-B-2-a- Calcul de I : I =
∫ 1

0

e−nxdx =

[
e−nx

−n

]1

0

=
1 − e−n

n

III-B-2-b- un+1 + un =
1 − e−n

n
car pour tout entier naturel non nul n, on a :

un+1 + un =
∫ 1

0

(fn+1(x) + fn(x))dx =
∫ 1

0

e−(n+1)x + e−nx

1 + e−x dx

=
∫ 1

0

e−nx(e−x + 1)

1 + e−x dx =
∫ 1

0

e−nxdx = I =
1 − e−n

n
.

III-B-3-a- fn+1(x) − fn(x) =
e−(n+1)x − e−nx

1 + e−x est négatif car le dénominateur 1 + e−x est

strictement positif et le numérateur e−(n+1)x − e−nx est strictement négatif car
la fonction X → e−X est strictement décroissante.

III-B-3-b- Sens de variation de (un)n∈N : La suite (un)n∈N est décroissante car :

un+1 − un =
∫ 1

0

fn+1dx −
∫ 1

0

fn(x)dx =
∫ 1

0

(fn+1 − fn(x))dx

Donc d’après la question III-B-3-a- et comme 0 < 1, un+1 − un ≤ 0.

III-B-4- ∀n ∈ N un > 0 car

fn(x) =
e−nx

1 + e−x > 0 et 0 < 1 donc un =
∫ 1

0

fn(x)dx > 0.

III-B-5- (un)n∈N admet une limite, lorsque n tend vers +∞, car la suite (un)n∈N est

décroissante et minorée par 0.

III-B-6-a- lim
n→+∞

1 − e−n

n
= 0 car

lim
n→+∞

e−n = 0 donc lim
n→+∞

1 − e−n = 1 et lim
n→+∞

n = +∞

III-B-6-b- l = 0 car lim
n→+∞

(un+1 + un) = 2l et d’après la question III-B-2-b-, on a :

Pour tout entier non nul n, un+1 + un =
1 − e−n

n
Ainsi d’après la question III-B-6-a-, 2l = 0, donc l = 0.
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EXERCICE IV - (14 points)

Donner les réponses à cette partie d’exercice dans les cadres prévus à la page 11

Le plan complexe P est rapporté au repère orthonormal direct (O; ~u, ~v).

Partie A

IV-A-1- Calculer (
√

2 − i
√

2)2.

IV-A-2- Soit le point A d’affixe zA =
√

2 − i
√

2 et le point B d’affixe zB = −zA.

IV-A-2-a- Ecrire zA et zB sous forme exponentielle.

IV-A-2-b- Placer A et B sur la figure.

IV-A-3- On désigne par C, l’image de B par la rotation de centre O et d’angle
π

2
et

par D l’image de C par la rotation de centre A et d’angle
π

2
.

IV-A-3-a- Placer les points C et D sur la figure de la question IV-A-2-b-.

IV-A-3-b- Calculer l’affixe zC du point C sous forme algébrique.
On donnera le détail du calcul.

IV-A-3-c- Exprimer l’affixe zD du point D en fonction de zC et de zA.

Justifier que zD =
√

2 − 3i
√

2.

IV-A-4- Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? Justifier la réponse.
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REPONSES A L’EXERCICE IV Partie A

IV-A-1- (
√

2 − i
√

2)2 = −4i

IV-A-2-a- zA =
√

2 − i
√

2 donc |zA| =
√

2 + 2 = 2 et Arg(zA) = − π

4
donc zA = 2e− iπ

4

zB = −zA = −2e− iπ
4 = 2eiπ e− iπ

4 = 2ei (π−π
4 ) = 2 e

3 i π
4

IV-A-2-b-

O ~u

~v

E = C F

G−4

A

EB

D = G2

IV-A-3-a- Voir figure de IV-A-2-b-.

IV-A-3-b- zC = −
√

2 − i
√

2

car zC = e
iπ
2 zB = izB = −izA = −

√
2 − i

√
2

IV-A-3-c- zD = e
iπ
2 (zC − zA) + zA

zD =
√

2 − 3i
√

2 car

zD = i(zC − zA) + zA = i
(
−

√
2 − i

√
2 −

√
2 + i

√
2
)

+
√

2 − i
√

2 =
√

2 − 3i
√

2.

IV-A-4- Nature de ABCD : ABCD est un parallélogramme

Justification :

Le vecteur
−→
AB a pour affixe : zB − zA = −2zA = −2

√
2 + 2i

√
2.

Le vecteur
−−→
DC a pour affixe :

zC − zD = −√
2 − i

√
2 − √

2 + 3i
√

2 = −2
√

2 + 2i
√

2.

On en déduit que
−→
AB =

−−→
DC et donc que ABCD est un parallélogramme
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EXERCICE IV (Suite)

Donner les réponses à cette partie d’exercice dans les cadres prévus à la page 13

Partie B

Soient les points A et B d’affixes zA =
√

2 − i
√

2 et zB = −zA définis dans
la Partie A et le point E d’affixe zE = −√

2 − i
√

2.

Pour tout réel m non nul, on considère le point Gm, barycentre du système {(A, m); (B, −2); (E, 2)}.

IV-B-1- Trouver une relation entre les vecteurs
−−−→
AGm et

−→
BE.

IV-B-2- Dans cette question, on considère m = −4.

Soit E l’ensemble des points M du plan P qui vérifient :

|| − 4
−−→
MA − 2

−−→
MB + 2

−−→
ME‖ = 4

√
2.

IV-B-2-a- En utilisant la question IV-B-1-, écrire la relation existant entre les vecteurs
−−−→
AG−4 et

−→
BE. Placer G−4 sur la figure de la question IV-A-2-b-.

IV-B-2-b- Montrer que A appartient à E.

IV-B-2-c- Quel est l’ensemble E ?

IV-B-2-d- Construire E sur la figure de la question IV-A-2-b-.

IV-B-3- Dans cette question, on considère m = 2.

Soit F l’ensemble des points M du plan P qui vérifient :

(2
−−→
MA − 2

−−→
MB + 2

−−→
ME).

−−→
DA = −16.

où D est le point d’affixe zD =
√

2 − 3i
√

2, défini à la question IV-A-3-c-.

IV-B-3-a- En utilisant la question IV-B-1-, écrire la relation existant entre les

vecteurs
−−→
AG2 et

−→
BE. Déterminer alors G2.

IV-B-3-b- On montre que M est un point de F si et seulement si on a :
−−−→
MG2.

−−→
DA = a où a un réel. Préciser le réel a.

IV-B-3-c- Montrer que A appartient à F .

IV-B-3-d- On en déduit que M est un point de F si et seulement si on a :
−−→
AD.

−−→
DA − −−→

MD.
−−→
DA = b et

−−→
AM.

−−→
DA = c,

où b et c sont deux réels. Préciser les réels b et c.

Dans ce cas, que peut-on en déduire pour les vecteurs
−−→
AM et

−−→
DA ?

IV-B-3-e- Quel est l’ensemble F ? Le tracer sur la figure de la question IV-A-2-b-.
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REPONSES A L’EXERCICE IV (Suite) Partie B

IV-B-1- Relation entre
−−−→
AGm et

−→
BE :

−−−→
AGm =

2

m

−→
BE

En effet, par définition du barycentre Gm, on a m
−−−→
GmA − 2

−−−→
GmB + 2

−−−→
GmE = ~0

Donc m
−−−→
GmA + 2

−−−→
BGm + 2

−−−→
GmE = ~0

On en déduit m
−−−→
GmA + 2(

−−−→
BGm +

−−−→
GmE) = m

−−−→
GmA + 2

−→
BE = ~0

IV-B-2-a- Relation entre
−−−→
AG−4 et

−→
BE :

−−−→
AG−4 = − 1

2
−→
BE

Voir figure de IV-A-2-b-.

IV-B-2-b- A ∈ E car : ‖ − 4
−→
AA − 2

−→
AB + 2

−→
AE‖ = ‖2

−→
BE‖ = 2|zE − zB|

= 2| − √
2 − i

√
2 +

√
2 − i

√
2| = 2| − 2i

√
2| = 4

√
2.

Donc A appartient à E.

IV-B-2-c- E est le cercle de centre G−4 et de rayon
√

2.

Car E est l’ensemble des points M vérifiant ‖ − 4
−−−−→
MG−4‖ = 4

√
2 soit MG−4 =

√
2.

IV-B-2-d- Voir figure de IV-A-2-b-.

IV-B-3-a- Relation entre
−−→
AG2 et

−→
BE :

−−→
AG2 =

−→
BE

Et comme E = C donc ABED = ABCD est un parallélogramme, on a : G2 = D

IV-B-3-b- a = − 8

Car (2
−−→
MA − 2

−−→
MB + 2

−−→
ME).

−−→
DA = −16 est équivalent à 2

−−−→
MG2.

−−→
DA = −16,

Ce qui est équivalent à
−−−→
MG2.

−−→
DA = −8.

IV-B-3-c- A ∈ F car comme G2 = D, on a :

−−→
AG2.

−−→
DA =

−−→
AD.

−−→
DA = −DA2 = −|zD − zA|2 = −(−2

√
2)2 = − 8.

donc d’après la question IV-B-3-b-, A appartient à F .

IV-B-3-d- b = 0 c = 0

D’après la question IV-B-3-c-,
−−→
AD.

−−→
DA = −8, d’autre part d’après la question

IV-B-3-b-, M ∈ F est équivalent à
−−→
MD.

−−→
DA = −8 .

D’où M ∈ F est équivalent à
−−→
AD.

−−→
DA − −−→

MD.
−−→
DA = −8 + 8 = 0, d’où b = 0.

Par ailleurs
−−→
AM.

−−→
DA = (

−−→
AD − −−→

MD).
−−→
DA =

−−→
AD.

−−→
DA − −−→

MD.
−−→
DA = 0,

D’où c = 0.

On en déduit :
Les vecteurs

−−→
AM et

−−→
DA sont orthogonaux.

IV-B-3-e- F est donc la droite passant par A et orthogonale à la droite (AD).

C’est donc la droite (AE). Voir figure de IV-A-2-b-.
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EXERCICE V - (8 points)

Donner les réponses à cet exercice dans les cadres prévus à la page 15

Pour déterminer l’âge de résidus organiques, on utilise la méthode basée sur la désintégra-
tion radioactive. Les êtres vivants absorbent et assimilent le carbone de l’atmosphère et on
considère que leur organisme comporte une proportion constante de carbone 14. Après leur
mort, la proportion de carbone 14 de leur organisme décrôıt lentement. Ainsi en détermi-
nant la masse résiduelle de carbone 14 dans un échantillon d’un corps organique, on pourra
évaluer approximativement l’âge de celui-ci.

On définit la fonction f qui donne la masse résiduelle f(t) de carbone 14 dans un échantillon
à la date t.

Si f ′ désigne la dérivée de la fonction f , f ′(t) représente la “vitesse” de désintégration du
carbone 14 à la date t. Cette vitesse est proportionnelle à la masse et vérifie l’équation
différentielle :

(E) : f ′(t) = −Cf(t)

où C est un réel strictement positif.

On note m0, la masse initiale de carbone 14 contenue à la date t = 0, dans l’échantillon
considéré. m0 est un réel strictement positif.

V-1- Déterminer f(t) en fonction de C et de m0.

V-2- On observe que la masse de carbone 14 diminue de 1, 2 % par siècle.
L’unité de temps est le siècle.

V-2-a- Déterminer C. On donnera le détail des calculs et la valeur exacte de C.

V-2-b- Donner une valeur approchée de C à 10−3 près.

V-3- On suppose qu’un corps organique contenait une masse m0 = 1 gramme
de carbone 14 à la date t = 0.

V-3-a- Quelle masse m100 de carbone 14, contient-il au bout de 100 siècles ?
On donnera la valeur exacte puis une valeur approchée à 10−3 gramme près.

V-3-b- Quelle masse m1000 de carbone 14, contient-il au bout de 1000 siècles ?
On donnera la valeur exacte puis une valeur approchée à 10−6 gramme près.

V-4- On considère un corps organique contenant 0, 1 gramme de carbone 14
à la date t = t1.
Les géologues établissent que ce corps devait contenir 1 gramme de
carbone 14 à la date t = 0.

V-4-a- Donner son âge t1. On donnera le détail des calculs et la valeur exacte de t1.

V-4-b- Donner une valeur approchée de t1 à un siècle près.

V-5- On appelle période du carbone 14 le temps T nécessaire pour que la
quantité initiale m0 de carbone 14 soit à moitié désintégrée.

V-5-a- Déterminer la période du carbone 14. On donnera le détail du calcul
et la valeur exacte de T .

V-5-b- Donner une valeur approchée de T à un an près.
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REPONSES A L’EXERCICE V

V-1- f(t) = m0 e−Ct

V-2-a- C = − ln(0, 988)

Car : A la date t = 1 on a f(1) = m0

100 − 1, 2

100
Donc m0 e−C = 0, 988 m0

D’où C = − ln(0, 988)

V-2-b- C ' 0, 012

V-3-a- m100 = eln(0,988)×100 m100 = 0, 299016.... ' 0, 300

V-3-b- m1000 = eln(0,988)×1000 m1000 = 0, 000005714... ' 6.10−6

V-4-a- t1 =
ln(0, 1)

ln(0, 988)

Car f(t1) = 0, 1

Ce qui équivaut à m0 eln(0,988)t1 = eln(0,988)t1 = 0, 1

D’où ln(0, 988)t1 = ln(0, 1)

Donc t1 =
ln(0, 1)

ln(0, 988)
= 190, 72...

V-4-b- t1 ' 191 siècles

V-5-a- T =
ln(0, 5)

ln(0, 988)

Car f(T ) =
1

2
f(0)

Ce qui équivaut à m0 e−CT =
1

2
m0

Soit e−CT = 0, 5 ou T = − ln(0, 5)

C

Ainsi, d’après la question V-2-a-, on a : T =
ln(0, 5)

ln(0, 988)
= 57, 4149...

V-5-b- T ' 5741 ans
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