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EXERCICE 1
Commun a tous les candidats

Partie A

1. Utilisons un arbre pondéré :
08 S

Les hypotheéses s’écrivent :

P(A)=0,4 P, (E) =0,2 Pg (E) =0,05.

On en déduit :

P(B)=1-P(A) =0,6 /
PA(S)=1-P4(8)=1-0,2=0,8 \

Pg(S) = 1-Pg(S) = 1-0,05 = 0,95

On a ensuite :
P(S)=P(ANnS)+P(BNS)=0,4x%x0,8+0,6x0,95=0,89

/\/\

Ol

0.05
2. Calculons Pg(A) :

P(ANS) 0,4x0,8 32
PSS ~ 089 89

Une valeur approchée, 2 1072 pres, de la probabilité cherchée est 0,36.

Ps(A) =

Partie B

1. Notons f la fréquence observée de composants sans défaut .

{ f=0,92>30

Ona{ nxf=400x0,92=368>5

n(l-f)=400x0,08=32>5

Les conditions d'utilisation d'un intervalle de confiance sont réunies.

Un intervalle de confiance de la proportion p, au niveau de confiance 0,95 est

1 1
0,92- ——5;0,92+ ——
V400 v 400

2. Pour un échantillon de taille n, I'intervalle de confiance est

=10,87;0,97]

1 1
0,92— —3;0,92+ —
Vvn Vvn

dont 'amplitude est
2

Vn
L'amplitude est au maximum égale a 0,02 si et seulement si \/i_ 0,02 (1)

(1) < 2<0,02yn
— /n>100

< n>10000 car la fonction racine carrée est croissante sur R*

La taille minimum de I’échantillon est 10000

Partie C

6 POINTS

: ANnS

: AnS

S :BnS

A.P.M.E.P.



P(T < a) est I'aire, en unités d’aire, du domaine limité par ¢, 'axe des abscisses et les droites
d’équations x =0 et x = a.

b. Soit t € [0, +oo[ :

r
P(Tr<ny = ff(x)dx
0
r
= [AleMdx
0
_ —Ax)t
= [-e x]o
= (o= (e )
= (—eM)-(-1
= l-eM
Vie[0,+o0[ P(T<H=1-eM
lim —AtA;() —00
{—+00 , . .. . -1
c. De<{ et on déduit, par composition : lim e ! =0.
t—+o0
lim eX=0
X——-00

On a ensuite, par somme : tlim 1l-e*M=1-0=1:
—+00

Iim P(T<1n=1
t—+00o

2. Lhypothese s'écrit: 1-e~"*=0,5 (1)
1) < e™=05

== —7)1=1n1
2

<~ -71=-In2

Une valeur approchée de A, 21072 pres, est 0,099

3. a. La question est de déterminer P(T > 5).
Puisque P(T < 5) = 1-e7 %9995 alors

P(T >5) =P(T>5=1-P(T<5)=1-(1-e 2099%%) = g 5x0099 - =049

La probabilité que ce composant fonctionne au moins 5 ans est environ 0,61

b. 1l s’agit de calculer
Piroy(T27)

La loi exponentielle étant une loi de durée de vie sans vieillissement, on a
P72 (T 27) =P(T > 5)

La probabilité cherchée est environ 0,61
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1

c. E(T)= 1

Une valeur approchée de I'espérance de T est environ 10,10 : la durée de vie moyenne d’'un com-
posant est d’environ 10 ans

EXERCICE 2 4 POINTS
Commun a tous les candidats

Affirmation 1
— — 2 (2 -2 =2
Les vecteurs AB et AC ont pour coordonnées respectives | =2 | et AC | =2 |. Puisque > # = les vecteurs
-2 -2 B

AB et AC n'ont pas leurs coordonnées proportionnelles. Les points A,B et C ne sont donc pas alignés :

Laffirmation 1 est fausse.

Affirmation 2

Calculons 7i.AB et i.AC :
ﬁ.zilf)=0x2+lx(—2)+(—1)x(—2) =0
nAC =0x(=2)+1x(-2)+ (-1 x(-2)=0
Le vecteur 7 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : on en déduit que le vecteur #
est normal au plan (ABC) :
Laffirmation 2 est vraie.

Affirmation 3
Premiere méthode :
* Montrons tout d’abord que la droite (EF) et le plan (ABC) sont sécants :
-1
La droite (EF) et le plan (ABC) sont sécants si et seulement si les vecteurs 72| 1 | et EF | —1 | ne sont pas
-1 1

orthogonaux. Calculons 7 - EF :

AEF =0x (=1)+1x (1) +(=1) x 1 = =2
Puisque 7i.EF # 0, alors

La droite (EF) et le plan (ABC) sont sécants

e Puisque le milieu I du segment [BC] appartient manifestement au plan (ABC), il suffit de vérifier si I ap-
partient a la droite (EF) :
Le milieu I du segment [BC] a pour coordonnées

XB + X + Zp+2z
( B C;J/B J’c; B C):(l,o,l)
2 2 2
. -1 2
Les vecteurs EF et EI ont pour coordonnées respectives [ —1|et| 2
1 -2

Puisque ET = —2EF ,1les points E, I et F sont alignés :
Ie(EF)

On a prouvé que la droite (EF) et le plan (ABC) sont sécants en le milieu du segment [BC] :

Laffirmation 3 est vraie.

Seconde méthode :

« Déterminons une représentation paramétrique de la droite (EF) :

20 juin 2016 3 Métropole-La Réunion



-1
La droite (EF) passe par E(-1; —2; 3) et est dirigée par EF | —1|. Une représentation paramétrique de la

1
droite (EF) est alors
x=-1-t¢
y=-2-t (teR)
z=3+t

e Déterminons une équation cartésienne du plan (ABC), noté &2 : Puisque 7i| 1 | est normal au plan £, ce
-1
dernier a une équation de la forme
y—z+d=0oudeR

Puisque A(1,2,3) est un point de &2, alors yq —z4+d =0,s0itd = —-ya+z4=1

Une équation duplan Z est y—z+1=0

e Déterminons (EF) N2 :
Soit M un point de la droite (EF). IL existe alors un nombre réel t tel que

xmy=-1-t
ymM=-2-1
zMy =3+t

M appartient a & si et seulement si yy; —zp+1=0, i.e:
—2-t-3B+nH+1=0
soit
t=-2
La droite (EF) et le plan £2 sont donc sécants en un point I de coordonnées (-1 — (—2),—-2 - (-2),3+ (-2)) =
(1,0,1)

Reste a vérifier que I est le milieu de [BC] :
Le milieu du segment [BC] a pour coordonnées

) )

(XB+XC YB+Yc ZB+zc
2 2 2

J=a,01)
On en déduit que I est le milieu de [BC]

Laffirmation 3 est vraie.

Affirmation 4

Premiére méthode :
2 3

 Les vecteurs AB et CD ont pour coordonnées respectives | =2 | et | 1 |. N'ayant pas leurs coordonnées
-2 -2

proportionnelles, les vecteurs AB et CD ne sont pas colinéaires :
Les droites (AB) et (CD) ne sont pas paralleles

« Les droites (AB) et (CD) sont donc soit sécantes, soit non coplanaires, selon que le point D appartient ou
non au plan (ABC) :
— Une premiere maniéere de montrer que D n’appartient pas au plan (ABC) :
1
D appartient au plan (ABC) si et seulement siles vecteurs AD | —1|etn | 1 | sontorthogonaux.
-4 -1
Puisque AB -n =-1+4=3 #0, alors D n"appartient pas au plan (ABC).
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— Une seconde maniere de montrer que D n’appartient pas au plan (ABC) :

Puisque les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, D appartient au plan (ABC) si et seulement
1
sile vecteur AD | —1 | s’écrit en fonction des vecteurs AB et AC, autrement dit si et seulement si il
-4
existe deux nombres réels a et f§ tels que

AD =aAB +BAC.

Légalité ci-dessus est équivalente au systéme :

1=2a-2f
~1=-2a-2p
—4=-2a-2p

Les deux derniéres équations étant incompatibles, D n’est pas un point du plan (ABC). Les droites
(AB) et (CD) ne sont donc pas coplanaires :

Laffirmation 4 est fausse.

Seconde méthode :

* Déterminons des représentations paramétriques des droites (AB) et (CD) :

2
La droite (AB) passe par A(1; 2; 3) et est dirigée par AB | -2 |.
-2
Une représentation paramétrique de la droite (AB) est donc:
x=1+2¢
y=2-2t (teR)
z=3-2t
3
La droite (CD) passe par C(-1;0; 1) et est dirigée par CD | 1
-2
Une représentation paramétrique de la droite (D) est donc :
x=-1+3t
y=t (teR)
z=1-2¢
142t = -1+3¢
e Déterminons (AB) N (CD) : Résolvons pour cela le systtme{ 2-2¢t = ¢ 1:
3-2t =t
2t-31 = -2
(1) < < 2t+¢ = 2 Lesystéme n'ayant pas de solution, on en déduit que les droites ne sont pas
2+t = 3
sécantes :
Laffirmation 4 est fausse.
EXERCICE 3 5 POINTS
Pour les candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Partie A
1. SoitxeR:
fx) = x
— x-In(x®+1) = x
= Inx*+1) =0
= x%+1 = e
= x? =0
== X = 0

L'équation f(x) = x admet 0 pour unique solution
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2. « Montrons que f est strictement croissante sur R :
La fonction u: x — x2 + 1 est une fonction trinéme, donc dérivable 14 ol elle est définie, i.e R.
Puisque u > 0 sur R, alors la fonction Inou = In u est dérivable sur R.
Finalement, la fonction f est dérivable sur R comme différence des fonctions x — x et x — — In(x2+1),
toutes deux dérivables sur R. Pour tout nombre réel x, ona:

2x _ x*+1-2x  (x-1)*
2+l x2+1 x2+1
La fonction f est dérivable sur R et sa fonction dérivée est strictement positive sur R, saufpourx =1:
on en déduit que f est strictement croissante sur R.

fl=1-

¢ Montrons lim f(x)=-oc0:
X——00

lim x?2+1=+0c0
X——00

De{ et on déduit, par composition : lim In(x2 +1) = +oo.
. xﬁ_
lim InX=+oo o
X—+o00

Il vient ensuite, par produit :
lim —ln(x2 +1)=-o00
X——00

lim x=-o00
X——00

De<{ et on déduit, par somme :

xlir_n —In(x%+1) = —oco

(L f(0 = —oo

3. Lafonction f est (strictement) croissante sur [0 ; 1]. Par suite :
Vx€l0,1] fFOS<f)<fFAD)
f0)=0-In(0*>+1)=0
Ona<{ et .Puisque 1 -In2 < 1, alors
f)=1-In(1?+1)=1-1In2
Vxe€[0,1] 0<fx)<1

On a prouvé :
Vxe[0,1] fx) €l0,1]

4. a. Lalgorithme affiche la plus petite valeur de N pour laquelle N —In(N? + 1) est supérieur ou égal a
N.

b.
Pour A =100, I'algorithme affiche 110

Partie B
1. Pour tout entier naturel n, notons &2, la propriété : u, € [0, 1].
¢ Puisque yy =1, & est vraie.
« Supposons vraie la propriété &2, pour un entier naturel 7.
On aalors: uy €[0,1].
D’apres la troisieme question de la partie A, on en déduit :

f(un) €[0,1]

soit :
Up+1 € [0) 1]
On a prouvé :
VneN 9, estvraie = &, est vraie

« On a prouvé par récurrence :
VneN u, €[0,1]
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2. SoitneN:
Uns1 — Up =—In(u2 +1).
Etudions le signe de —In (v + 1) :
Puisque 0 < u, < 1, on en déduit, la fonction carré étant croissante sur [0, 1] :

0> <u? <12

soit :
u? €10,1]

Par suite :
u2+1€(1,2]

La fonction In est croissante sur [1, +ool :
De u%+1> 1, on déduitIn(u? +1) >In1, soitIn (u? +1) > 0.
Puisque u;4+1 — up = —ln(ufl +1) <0, alors

La suite u est décroissante

3. La suite u est décroissante et minorée par 0 : elle converge donc, en vertu du théoréme de la limite
monotone, vers un nombre réel ¢.

4. Puisque I'équation f(x) = x admet 0 pour unique solution, on en déduit :

/=0

EXERCICE 3 5 POINTS
Pour les candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. a. Soit (x, y) un couple d’entiers relatifs. On a
15x-12y =3(5x—4y)

5x et 4y sont deux entiers. La différence de deux entiers étant un entier, 5x — 4y est un entier, et
3(5x—4y) est ainsi un multiple de 3 :

Si x et y sont deux entiers relatifs, alors I'entier 15x — 12y est divisible par 3

b. Supposons qu’existe un point de la droite A; dont les coordonnées (xy, yp) sont entiéres.

On a alors
5 2
Yo= Zxo ~3
Soit :
15x0—8=12y
Ou encore :
15x9 — 12_)/() =8

D’apres la question précédente, 15xp — 12y, est un multiple de 3.
Or 15xp — 12y est égal a 8. Comme 8 n’est pas un multiple de 3

Aucun point de la droite A; n’a ses coordonnées entieres.
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2. a. Puisque le point de coordonnées (xp, yo) appartient a A, on en déduit :

_m__P
Yo = . X p
Soit :
nqyo=mgqxp—pn
Ou encore :

q(mxy—nyp) =np
Puisque xo, yo, m et n sont des entiers, alors mxy — nyp est un entier :

q(mxp — nyp) est donc un multiple de g

Puisque np = qg(mxy — nyyp), alors
g divise np

b. D’apres la question précédente, g divise np. Comme, par hypotheése, g et p sont premiers entre

eux, on en déduit, d’apres le théoréme de Gauss, que g divise 7.

q divise n

3. a. Puisque n et m sont premiers entre eux, alors, en vertu du théoreme de Bézout, il existe deux

entiers relatifs u et v’ tels que
nu+mv' =1

Puisque n = gqr, I'égalité précédente s’écrit :
gru-m(-v)=1
soit, en posant v = —v' :
qgru—mv=1

Il existe deux entiers u et v tels que gru—mv =1

b. Légalité
_m_p
Yo = 0 p

est équivalente, d’apres la question 2.a, a I'égalité
q(mxo—nyo) = np

soit :
q(mxo—nyo) = qrp

Puisque g # 0, cette derniere égalité est équivalente a I'égalité :

mxo—nyo=rp (1)

D’apres la question précédente, on sait qu’il existe deux entiers relatifs u et v tels que

nu—mv=1

Multiplions chacun des deux membres de cette égalité par r p. On obtient alors :

nurp—muvrp=rp

soit :
m(—vrp)—n(-urp)=rp (2)

En comparant les égalités (1) et (2), on en déduit :

Le point de coordonnées (—vrp, —ur p) est un point de A
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4. Les questions 2 et 3 permettent d’énoncer le résultat suivant :

m
Soit A la droite d’équation y = —x — E ol m, n, p et g sont des entiers relatifs non nuls tels que
n q

pged(n, m) =pged(p, q) = 1.
Alors il existe un point de A dont les coordonnées sont des entiers si et seulement si g divise n.

3 7
Dans le cas présent A est la droite d’équation y = Ex T
pgcd(3,8) = pged(7,4) =1
Puisque { et , alors
4 divise 8

Il existe un point de A dont les coordonnées sont des entiers

5. Soit A la droite d’équation y = % x— %.

On applique le résultat énoncé au début de la question précédente :

a. — SiQ ne divise pas N, alors I'algorithme affiche « pas de solution » : il se termine donc.
— Si Q divise N, on sait qu’il existe un point de A a coordonnées entieres. Autrement dit, il existe

un couple d’entiers (xg, yp) tel que
M p
Yo = N Xo 0
Il est clair qu’un tel couple existe si et seulement si il existe un entier relatif xy tel que % Xo— %
est un entier.
Lorsque X parcourt N (i.e prend les valeurs 0,1,2,...), il existe donc un entier naturel X tel
M

que %Xo - g ou — 5 Xo— g est un entier relatif : 'algorithme se termine donc.

Lalgorithme se termine

b. Lalgorithme affiche les coordonnées du point de la droite d’équation y = A—,gx - 8 dont I'abscisse a la

plus petite valeur absolue.

EXERCICE 4 5 POINTS
Commun a tous les candidats

EA 25 EB 30,6
tana = — = — tanf=—=——
ET «x ET X

2. Les fonctions x — sin x et x — cos x sont définies et dérivables sur ]0 ; Z[. Puisque la fonction cosinus
ne s’annule pas sur 10, Z[, on en déduit, par quotient, que la fonction x — tanx est dérivable sur
.
105 5L
Pour tout nombre réel x appartenanta]0; Z[,ona:

COSX X Cosx—sinx x (—cosx) sin®x+cos? x 1
(cos x)? cos2 x cos2 x

tan’(x) =
Puisque tan’ > 0 sur ]0; 7 [, alors

. . . 4
La fonction tangente est strictement croissante sur ]0, E [

3. Onamzm—m,soity:ﬁ—a.Parsuite:
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tana —tanf X X
tany = tan(f-a _— = —
Y h- l1+tanatanf 30,6 25
1+ X —
x X
,6 5,6
_ X _ X 56 N x?
1+@ x% +765 X x2+765
x? 2
_ 5,6x
-~ x2+765
) 5,6x
any=—5——
14 X2 +765

4. Langle ATB est maximal lorsque sa mesure y l'est. Puisque y appartient a l'intervalle ]0 ; [ on en
déduit, la fonction tangente étant strictement croissante sur]0; Z[, que y est maximal si et seulement
si tany est maximal.

S’il existe, le maximum de tany est ainsi le maximum, sur ]0,50], de la fonction g définie par g(x) =
5,6x

X2 +765"

Remarque:
Pour démontrer que g admet, sur ]0 ; 50], un maximum atteint pour une unique valeur de x, il
suffit d’étudier les variations de g, ce qui ne pose aucun probléme...

On peut aussi procéder de la maniére suivante :

Pluisque la fonction g ne s’annule pas sur l'intervalle ]0 ; 50], on peut définir, sur ]0 ; 50], la fonction

g
La fonction g est strictement positive sur ]0 ; 50] et la fonction inverse est strictement décroissante

1
sur ]0; +oo[ : les fonctions g et — ont donc des sens de variation contraires.
g

1 1
Puisque f =5,6 x —, les fonctions f et — ont les mémes variations : les fonctions f et g ont donc des
g

variations contraires.
Le maximum de g 'sur ]0 ; 50] est obtenu en une valeur de x pour laquelle f admet un minimum.

La fonction f est dérivable sur ]0,50] et, pour tout nombre réel x appartenant a ]0; 50] :

765 x*-765 x++/765
fl(x)=1—?: 2 = e (x—V765)

Puisque x €]0 ; 50], alors x++v/765>0:

le signe de f’(x) est donc celui de x — v 765

On en déduit que f est strictement décroissante sur ]0,1/765] et strictement croissante sur [v/765 ; 50] :
f admet dong, sur ]0; 50], un minimum atteint pour x = v/765.

Langle ATB est maximal pour une unique valeur de x, égale 2 v/765 m.
Une valeur approchée de x, au metre prés, est 28 m

Une valeur approchée de I'angle ATB, 4 0,01 radian preés est 0, 1, soit environ 5,78°.

1. Sous réserve d’existence
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