o» Corrigé du baccalauréat S Antilles-Guyane &
7 septembre 2017

Exercice 1 7 points
Commun a tous les candidats

Romane utilise deux modes de déplacement pour se déplacer entre son domicile et son lieu de travail :
le vélo ou les transports en commun.

Partie A

Lorsque la journée est ensoleillée, Romane se déplace en vélo 9 fois sur 10.

Lorsque la journée n'est pas ensoleillée, Romane se déplace en vélo 6 fois sur 10.

La probabilité qu'une journée soit ensoleillée, dans la ville ou habite Romane, est notée p.
Pour une journée donnée, on note :

e [ETlévenement « La journée est ensoleillée »;

¢ VI'évenement« Romane se déplace en vélo ».

1. On construit 'arbre pondéré représentant la situation :

2. D’apres la formule des probabilités totales, la probabilité que Romane se déplace en vélo lors
d’une journée donnée est :
P(V)=P(ENV)+PENV)=px0,9+(1-p)x0,6=09p+0,6-0,6p=0,3p+0,6.

3. On constate que dans 67,5% des cas, c’est en vélo que Romane se déplace entre son domicile et
son lieu de travail, donc P(V) = 0,675.
a P(V) = 0,3p+0,6
* P(V) = 0,675
donc p =0,25
b. Sachant que Romane s’est déplacée en vélo, la probabilité que la journée soit ensoleillée est :
P(VNE) px09 025x09 0225 1

Py(E) = = = =,
P(V) 0,675 0,675 0,675 3

0,075

} = 0,3p+0,6=0,675 < 0,3p=0,075 < p= 03
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Partie B

Lorsque Romane se déplace en vélo, on modélise son temps de trajet, exprimé en minutes, entre son
domicile et son lieu de travail par une variable aléatoire Ty suivant une loi normale d’espérance puy et
d’écart-type 1 minute.

Lorsqu’elle effectue ce trajet en transports en commun, on modélise son temps de trajet, exprimé en
minutes, par une variable aléatoire T¢ suivant une loi normale d’espérance pic et d’écart-type 3 minutes.

1. Onnomme 6 et €y les courbes représentatives des fonctions de densité des variables aléatoires
Ty et Tc représentées dans la figure ci-dessous.

~
I =
T '

20 22 24
temps en minutes

Les deux courbes sont symétriques par rapport aux deux droites verticales ¢ = 14 et f = 16 donc les
lois normales ont pour espérances 14 et 16.

Lécart-type est un parametre de dispersion autour de I'espérance; plus cet écart-type est petit,
plus la courbe est resserrée autour de I'espérance. Donc la courbe ayant pour espérance 14 corres-
pond a I'écart-type le plus petit, donc 1 qui correspond au trajet en vélo; uy = 14 et donc uc = 16.

2. Laprobabilité que pour Romane un trajet domicile-travail en vélo dure entre 10 et 15 minutes est
P(10 < Ty < 15) sachant que Ty suit la loi normale d’espérance 14 et d’écart-type 1; on trouve a
la calculatrice: P(10 < Ty < 15) = 0,8413.

3. Pour savoir quel mode de déplacement Romane doit privilégier si elle souhaite mettre moins de
15 minutes pour se rendre au travail, il faut comparer P(Ty < 15) a P(T¢ < 15).
e P(Ty <15) > P(10 < Ty < 15) donc P(Ty < 15) > 0,84.
e P(Tc <15) < P(T¢c <£16); 0r uc =16 donc P(T¢ < 16) =0,5 et donc P(T¢ < 15) <0,5.

Donc P(Ty < 15) > P(T¢ < 15) donc il vaut mieux privilégier le vélo si Romane souhaite mettre
moins de 15 minutes pour se rendre au travail.

Partie C

En hiver, Romane roule en vélo de nuit. Son vélo est visible grace a une ampoule dont la durée de fonc-
tionnement en heures peut étre modélisée par une variable aléatoire, notée X, suivant une loi exponen-
tielle de parametre A, réel strictement positif.

La fonction de densité associée est donc la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(1) = L e A%

1. Soit b un réel positif.

La fonction f a pour primitive sur [0; +oo[ la fonction F définie par F(f) = — e,

b b
Donc P(X < b) =f re M de=F(1)] = F(b)=FO)=—e = (=e®) =1- e
0
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2. On sait que la probabilité que I'ampoule fonctionne encore apres 50 heures d’utilisation est 0,9 ce
qui veut dire que P(X > 50) =0,9.
a. P(X<bh)=1-eMdoncP(X>bh)=1-P(X<bh)=1-(1-e )=
In(0,9)
50
b. La probabilité que la durée de fonctionnement de 'ampoule soit supérieure a 250 heures
sachant que 'ampoule a déja fonctionné 200 heures est P x> 200) (X > 250).
La loi exponentielle est une loi a durée de vie sans vieillissement donc
Px>200) (X > 250) = P(X > 250 —200) = P(X >50) =0,9

P(X>50)=0,9 < e 50 =09 < -501=In(0,9) < A=-

Exercice 2 3 points
Commun a tous les candidats

20 = 100
Soit la suite de nombres complexes (z;) définie par i .

Znsl = 3 zp pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, on note M, le point d’affixe z,,.

1. Les points M, et M,,+» ont pour affixes z, et z,+2.

i i (1 ) i2 1
Zni2=—Zpt1=—|—=2n|=—zn=—-2
n+2 3 n+1 3(3 n 9 n 9 n
— 1
Le vecteur OM,,,» a pour affixe z,4» et le vecteur OM,, a pour affixe z;; or 2,42 = —§zn donc
]_ e _—
OM, o = —§OMn . Les vecteurs OMy.» et OM, sont colinéaires donc les points O, M, et M, 12

sont alignés quel que soit n.
2. Le point M, appartient au disque de centre O et de rayon 1 si OM,, < 1. On sait que OM,, = |z|.
Soit (d) la suite définie pour tout z par dj = |z;|.

1
—Zp| =
3

i i 1 1
On sait que 241 = 7 2 donc |zn+1| = 3| X121 = 5 |2al; donc, pour tout 7, dy+1 = Zdp.

De plus, dy = |zp| = 100.
1
La suite (d,) est définie par dyp = 100 et dj+1 = gdn, pour tout 7.

1
Donc la suite (d,,) est une suite géométrique de premier terme dy = 100 et de raison g = 3

e —1 < g <1doncla suite (d,) est convergente et a pour limite 0.
D’apres la définition de la limite d'une suite, on peut déduire que I'intervalle [0; 1[ contient
tous les termes de la suite a partir d'un certain rang, ce qui répond a la question.

e On peut également déterminer le rang n a partir duquel tous les points sont situés dans le
disque (mais ce w'était pas explicitement demandé dans 'exercice).
On cherche 7 tel que d;, < 1. La suite (d,) est géométrique de premier terme dp = 100 et de

1 1\"
raison q = 3 donc, pour tout n, d, = dy x g" donc d,, = 100 (5) .
On résout 'inéquation :
1\" 1\" 1\" 1
d, <1 < 100 3 <]l 3 <0,01 < In 3 <In(0,01) < nxIn 3 <In(0,01)
In(0,01)
In(3)

=~ 4,2 donc les points M,, appartiennent au disque de centre O et de rayon 1 a

— n>

In(0,01)

In(3)
partirde n =5.
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Exercice 3 5 points

Commun a tous les candidats

Partie A

1
Soit la fonction f définie et dérivable sur [1; +oo[ par f(x) = p In(x).

On note ¥ la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

1.

2.

3.

In(x
D’apres le cours, lim In(x) =0donc lim f(x) =0 donc la courbe admet la droite d’équation
Xx—+00 X X—+00

y =0 ('axe des abscisses) comme asymptote horizontale en +co.
La fonction f est dérivable sur [1; +oco[ comme quotient de fonctions dérivables sur [1; +oco[:

1
—xx—-In(x) x1

x _1-In(x)
[l=- =z ==
On étudie le signe de f’(x) sur [1; +ool:

1-In(x)

x>0 = >0 1-In(x)>0 < 1>In(x) < e>x < x<e

2
X
Donc la fonction f est: strictement croissante sur [1; e];

strictement décroissante sur [e; +ool[.

Partie B

21
On considere la suite (u,,) définie par u,, = f —-7 In(x) dx pour tout entier naturel 7.
1 X

1.

21 2
uozf —In(x) dxf f(x)dx
1 X 1

1 1
—In(x) est dela forme v’ u qui a pour primitive > u?; doncla fonction f a pour primitive sur [1; 2]
X

1 2
la fonction F définie par F(x) = > [ln(x)] .

21 2 1 2 1 2 1 2
Donc 1 =f1 I dx= [Fw] =F@-Fo) = > (n@)|" - > (] = 5 [n@]
21
La fonction f est positive sur [1; 2] donc f ;ln(x) dx est égale a l'aire, en unités d’aire, du

1
domaine délimité par la courbe ¢, I'axe des abscisses et les droites d’équations x =1 et x = 2.

. Pourtoutxde [1;2]: 1<x<2

< In(1) <In(x) <In(2) la fonction In est croissante sur [1; 2]
— 0<In(x) <In(2)

< mw< i1 ! :
@O\WH(X)\WH(Z) W>03u1‘[1,2]

1 1
Onao0< prrny In(x) < prrny In(2) donc, d’apres la positivité de 'intégration :

2 2 1 2 1 2 1
j; degﬁ Wln(x) dx<f1 Wln(Z) dx ouencore 0 < u, <f1 Wln(Z) dx.

2 ] 2
Oncalcule[1 WIH(Z) dx:In(Z)fl de-

1
nxm’

ez e i
L\ mxan nx1"] n nx2" n 2n

. 1 o .
Pour n >0, la fonction x — —— a pour primitive la fonction x — —
X

21
Donc f dx=
1 xn+1

1
nx"
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In(2 1
Donc, pour tout entier naturel n>0,ona: 0 < u, < # (1 - 2—n)
In(2 1
On cherche la limite en +oo de L (1 - —)
n 2n
In(2)

lim n=+ocodonc lim ——= =

—+ n—+ In(2 1

e ©on ] donc nlil}_l L( 2—n) =0.
—+00

lim 2" =+ocodonc lim (1——):1 n

n—+oo n—+oo n
In(2) 1 In(2) 1 . , R
Ona:0<u, < —|1-—|pourtout n,et lim ——|1—-—|=0; on peut donc dire, d’apres
n 2n n—+oo0 n 21

le théoreme des gendarmes, que la suite (u,,) est convergente et a pour limite 0.

Exercice 4 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On note R1’ensemble des nombres réels.
L'espace est rapporté a un repere orthonormé (O 1,7, k.

—»—»—))

On considere les points A(1; 1; 14), B(0; 1; 8) et C(—2; 2; 4) ainsi que le vecteur ; 8.

1.

-1

a. Les points A, B et C définissent un plan si et seulement s'’ils ne sont pas alignés, autrement
dit si et seulement si les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
AB a pour coordonnées (0—1;1-1;8-14)=(-1;0; —6).
A_d apour coordonnées (—2—1;2—-1;4-14)=(-3; 1; —10).
—1x3=-3et0x3=0+#1doncles vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
On en déduit que les points A, B et C définissent un plan.
b. 7 -AB =6x (—1)+8x 0+ (—1) x (—6) =0 donc n L AB
7 -AC =6x (=3)+8x1+(-1) x (~10) =0 donc L AC
Le vecteur 72 est donc orthogonal aux deux vecteurs AB etAC.
c. Le vecteur ; de coordonnées (6 ; 8; —1) est orthogonal aux deux vecteurs ﬁ et E donc

c’est un vecteur normal au plan (ABC); le plan (ABC) a donc une équation cartésienne de la
forme 6x+8y—z+d =0, ol d est un réel a déterminer.

Le plan (ABC) contient le point A donc les coordonnées de A vérifient I’équation du plan :
6xa+8ya—2a+d=0 < 6+8-14+d=0 <= d=0
Le plan (ABC) a donc pour équation 6x+8y—z =0.

x = 2t-3

2. On considere la droite A de représentation paramétrique{ y = t——-, ft€eR

zZ = 4t+2

a. D’apres le cours, le vecteur de coordonnées (2 ; 1; 4) est un vecteur directeur de la droite A.

x = 2t-3
b. Ladroite A et le plan (ABC) sont sécants si le systeme y= 2
z = 41+2
6x+8y—z =0
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admet une solution unique.

1
rofi-)-faeee] o
ait une solution, c’est-a-dire 12t —18+8t—4—-4r—-2=0 < 16t =24 < r=1,5.

En remplacant ¢ par 1,5 on trouve x =0, y = 1 et z = 8; la droite A et la plan (ABC) sont donc
sécants en un point de coordonnées (0; 1; 8).

Pour que ce systeme ait une solution, il faut que I'’équation 6 (2 t-3

3. Dans cette question, on considere I'ensemble (E) des points M dont les coordonnées (x; y ; z)

x = B+1
sontdonnéespar{ y = t+1, reR
z = 2t
Il existe un unique point M qui appartient a la fois a (E) et a (ABC) si le systeme
x =B+t
y=1t+1 . .
7 = 21 admet une solution unique.
6x+8y—z =0

Pour que ce systéme ait une solution unique, il faut que I'équation 6(¢> + t) + 8(¢+ 1) — 2t = 0 ait

une solution unique.

65 +61+8r+8-21=0 < 665+121+8=0

Soit f la fonction définie sur R par f(1) = 613 +12¢ +8.

f est dérivable sur Ret f'(£) = 181> + 12 > 0; donc la fonction f est strictement croissante sur R.

f estune fonction polynéme donc sa limite a I'infini est la limite de son terme de plus haut degré :
lim f(r)= lim 6£2=-coet lim f(H)= lim 673 =+oo.

t——-00 t——-00 t—+o00 t—+o00

La fonction f est une fonction polyndme, donc elle est continue sur R, et elle est strictement crois-

sante sur R. Sa limite en —oco est —co et sa limite en +oo est +oo. Donc, d’apres le corollaire du

théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(¢) = 0 aura une unique solution sur R.

1l existe donc un f unique solution de 'équation 63 + 12¢ + 8 = 0, ce qui entraine qu'il existe un

unique point d’intersection de I'ensemble (E) et du plan (ABC).

Exercice 4 5 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. Soit p un entier relatif donné.
Soit I'équation (Ep) : 3x+4y = p, out (x; ) est un couple d’entiers relatifs.

a. 3x(-p)+4xp=-3p+4p = pdoncle couple (—p; p) est une solution particuliere de (Ep).
b. Soit S, 'ensemble des couples de la forme (-p +4k; p-3k)ou ke Z.

* On suppose que le couple (x ; y) appartient a I'ensemble S,; alors il existe un entier
relatif k telque x = -p+4ket y=p—3k.
Onadonc:3x+4y=3(—p+4k)+4(p—-3k)=-3p+12k+4p—-12k=p
donc le couple (x; y) est solution de I'équation (E,).

¢ On suppose que le couple (x; y) est solution de (Ep) ; cela signifie que 3x+4y = p.

On sait que le couple (—p; p) est une solution particuliere de (E,) donc 3(—p) +4p = p.
En retranchant membre a membre ces deux égalités, on obtient 3(x+ p) +4(y—p) =0 ou
encore 3(x+ p) =—-4(y - p).

D’apres cette égalité, 4 divise 3(x+ p) ; on sait que les nombres 3 et 4 sont premiers entre
eux donc, d’apres le théoreme de Gauss, 4 divise x + p.

On en déduit que x + p =4k avec k€ Zet donc que x = —p + 4k.
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De3(x+p) = —4(y—p) etde x+ p = 4k, on déduit que 3 x 4k = —4(y — p) c’est-a-dire que
-3k =y—-pouencore y=p—3k.

On peut donc enfin dire que (x; y) = (—-p+4k; p—3k) avec k € Z, donc que le couple
(x; y) appartient a Sp.

On a donc démontré que I'ensemble des solutions de I'équation (E,) est I'ensemble des
couples (-p+4k; p—3k)ou ke Z.

Dans la suite de I'exercice, 'espace est muni d'un repere orthonormé (O 1, ],k )
On consideére le plan & d’équation cartésienne 6x+8y —z = 0.

2. Soit My un point de coordonnées (xo ; yo ; 20) qui appartient au plan £ et dont les trois coordon-
nées sont des entiers relatifs.

a. On sait que le point M, appartient au plan 22, donc ses coordonnées (xo ; yo ; 2o) vérifient
I'équation du plan : 6xg + 8y — zo = 0 donc zp = 6xp + 8yp.
6xp est pair et 8yp est pair donc 6xg + 8y, est pair donc zj est pair.

b. On pose zp = 2p ol p est un entier relatif.
6x0+8y0—20 = 0 donc 6xp+8yp—2p = 0 ce qui équivaut a 6xp+8yp = 2p ou encore 3xp+4yp =
p; donc le couple (x ; yo) est solution de I'équation (Ep).

c. * Onvient de voir que si My de coordonnées (xo ;Yo zo) appartient au plan 22, alors z
est pair et égal a 2p, et (xo ; yo) est solution de (Ep). Donc xo = —p +4k et yo = p—3k
d’apres la question 1.

* Réciproquement, si un point My a pour coordonnées (Xo ; yo ; z0) = (—p +4k; p—3k; 2p)
ona:6xyg+8yy—z0=6(-p+4k)+8(p—-3k)+2p =—-6p+24k+8p—24k+2p =0 donc
My e P.
Lensemble des points du plan &2 a coordonnées entiéres est donc I’ensemble des points dont
les coordonnées sont de la forme (—p +4k; p—3k; 2p) ol k et p sont des entiers relatifs.

3. Atout point M de coordonnées (x; y; z), on associe le point M’ de coordonnées (x; y'; z') avec
x' 31 75 180 X

y|=|56 41 -144][y].
Z) \28 -30 29 J\z

x' 31 75 180 X x' 31x+75y+180z
a. |y |=|56 41 -144||y| = |y |=|56x+41y-144z
z 28 -30 29 J\z z 28x—30y+29z

Donc 6x’' +8y —z' =6(31x+75y +180z) + 8(56x + 41y — 144z) — (28x — 30y + 292)
=186x+450y +1080z +448x +322y —1152z—-28x+30y —29z
=606x+808y—101z =101(6x+8y — 2)

b. Sile point M est un point du plan £, alors 6x +8y —z = 0 donc 101(6x + 8y — z), et donc
6x’ +8y' — z' = 0 ce qui prouve que le point M’ est aussi un point du plan 22.

c. Soit A la droite perpendiculaire a &2 passant par O.

Le plan £ d’équation 6x + 8y — z = 0 a pour vecteur normal 7 de coordonnées 6;8;-1);
ce vecteur est donc un vecteur directeur de la droite A. De plus, la droite A passe par le point

X = 6t
O donc elle a pour représentation paramétrique:{ y = 8¢t reR
z = -t

On suppose que le point M appartient a la droite A donc il a ses coordonnées de la forme
(6t; 8t;—t)outeR.
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x 31x+75y+180z

Le point M" a pour coordonnées (x'; y'; z') telles que | y' [ = [ 56x+41y — 144z | et donc:

x' = 31x6t+75%x8t+180x (—1)
" = 56x6t+41x8f—144 x (—1)
"= 28x6t—-30x8t+29x (-1

IS
I

z 28x—30y+29z
606r = 6(101¢)
808t = 8(101¢)
-101¢t = —(101%)

Les coordonnées de M’ sont donc de la forme (6¢' ; 8¢’ ; —t') ot ¢’ € R donc le point M’

appartient a la droite A.
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