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Corrigé

Exercice 1 6 points
Commun a tous les candidats

Partie A

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe! ™.
1.

2.

X

_ _ e X
el™=exe*=—donc f(x)=ex —.
e* e*

lim 1-x=+oodonc lim el ™*=+c0 (par composition).
X——00 X——00

lim x=-o00
X—=00 = lim xe!™*

im = —oo (par produit) ; xgglwf(x) = —o0.

lim el™*
X——00

=400
On sait que lim e_x =+oodonc lim X Odonc lim e X 0.
X—+00 X x—+oo ¥ x—+oco0 eX
On a donc xl—i>r-lr—100 f (x) = 0 ce qui veut dire que la courbe représentant la fonction f admet
la droite d’équation y = 0 comme asymptote horizontale en +oco.
La fonction f est dérivable sur R et f/ (x) =1 x el *+x(-Del*=el"*1-x
Pour tout réel x, e!* > 0 donc f’ (x) est du signe de 1 — x.
f=1 eV =1, d’ot1 le tableau de variation de la fonction f:

X —00

1-x + ¢ _
!

+00

fl(x +

f / \0

Partie B

Pour tout entier naturel n non nul, on considere les fonctions g, et h,, définies sur R par :

1.

2.

gn(X)=1+x+x>++x" et hy(x)=1+2x+--+nx""L.

(1-x0gnx)=(1-x) (1+x+x*+---+x")
=l+x+x2+x3+-+x"

_x_x2_x3_____xn_xn+1 :1—x”+1
_xn+1
On obtient alors, pour toutréel x #1: g,(x) = 1
Pour tout x, g, (x) =1+ x+x?+---+ x" donc g}, (x) =0+ 1+2x+--+ + nx""1 = hy, (x).
1_xn+1
Or, pour toutréel x #1, g, (x) = T % ;
-Xx
u u'v—uv
gn est une fonction rationnelle de type — dont la dérivée est > :
v v
. —(n+Dx"A-x)-(1-x"") (1) —m+Dx"+n+1Dx" T +1-x]
hy (%) = g, (x) = > = >
(1-x) (1-x)

—m+ DX+ x4 1 px™l o (n+ DX+ 1

(1-x)? (1-x)?
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3. Soit Sy = f(1) + f(2) +...+ f(n), o1 f (x) = xe'™*
Sp=1+2e l+...+pel = 1+2e_1+-~-+n(e_1)n_1 =hp(e™}).

nx™l—(n+1)x"+1 n(e )™ —m+1(e)"+1

Or hy, (x) = donc h, (e™1) = ;
” -2 e (1-(e)7
n n+1
— 41
en+l en
Sn= 2
e
e* X n n+1
On sait que lim — =+oodonc hm — =0donc lim — =0et lim =0.
+00 x —+o0 X n—+oo e n—+oo g+l

X X + 1
De plus, hm S let lim —— =1 comme limites en +oco de fonctions rationnelles,
00 x + X

X—+00
n 1
donc lim ——=1let lim =1.
n—+oon+1 n—+o0 n
n _n n+1‘d duit. i n+1 n+1_ _
e"+1_n+lxe”+1’ onc par produit, m p xm_lxo_o.
n+l n+1 n . n
= x — ; donc par produit, x—=1x0=0.
e’ n el n—+oo n en
. 1 e?
Donc lim S, = 5 = X
n=+oo (1 1) (e—1)
e
Exercice 2 4 points

Commun a tous les candidats

1. Dans le repere donné, A a pour coordonnées (0,0,0), B(1,0,0), D(0,1,0) et E(0,0,1).
AF =AB +AE doncle point F a pour coordonnées (1,0, 1).

La droite (FD) a pour vecteur directeur DF de coordonnées (1, —1,1); de plus elle passe
par le point D(0,1,0).

X = t
La droite (FD) a pour représentation paramétrique:{ y=1—t oUuteR
z= t

2. Soit n le vecteur de coordonnées (1, —1, l) Ce vecteur est un vecteur normal au plan
(BGE) s'il est orthogonal aux deux Vecteurs EB et EG directeurs du plan (BGE)
EB a pour coordonnées (1,0, —1); n .EB =1x14+(-1)x0+1x(-1)=0donc n 1 Iﬁ)
I%) =A_d —AB +AD a pour coordonnées (1,1,0); ;ﬁf =1x1+(-1)x1+1x0=0donc
n LEG.
Doncle vecteur n (1, —1,1) est normal au plan (BGE).
Le plan (BGE) a pour vecteur normal 7 et passe par le point B; c’est 'ensemble des points
M(x,y,z) telsque n L BM.
BM a pour coordonnées (x—1,y,2);
nlBM <= Ix(x-1)+(-1)xy+1xz2=0< x—y+z—-1=0.
L'équation cartésienne du plan (BGE) est x—y+z—1=0.

3. Le vecteur DF est égal au vecteur n qui est normal au plan (BGE) donc la droite (FD) est
perpendiculaire au plan (BGE).

Les coordonnées (x, v, z) du point d’intersection de la droite (FD) et du plan (BGE) sont
solutions du systéme :
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_2
X = r X = t X = 1;:
y=1-t N y=1-t . y=1-t - =3
z = t zZ= t zZ= z=2

x—y+z-1= 0 f—(1-0+t-1= 0 3t= 2 ;
l'=§
. o . (212
Doncladroite (FD) est perpendiculaire au plan (BGE) au point K de coordonnées 3'3°3)

4. Les segments [BE], [EG] et [BG] sont tous les trois des diagonales de carrés de cotés 1;
donc BE = EG = BG = /2. Le triangle BEG est équilatéral de coté v/2.
Soit H le milieu de [EG]; ce point est aussi le pied de la hauteur issue de B dans le triangle
équilatéral BGE de coté a = /2.

Dans un triangle équilatéral de coté a, la hauteur est égale a > (relations dans un tri-

V2xv3_ VB

angle rectangle) ; donc dans le triangle équilatéral BEG, la hauteur BH =
2 2

EGxBH VZ2x¥ 12 23 3
L'aire du triangle BEG vaut 5 = Z - - T\/_ = %

aire de la base x hauteur
3 .

D’apres les questions précédentes, le volume du tétraedre BEGD est

5. Le volume d’un tétraedre est

aire(BEG) x KD

Dans le repére orthonormé (A; AB , AD , AE ) :
2

KD? = (xp — xx)* +( )2+( )2 (0 2 +|1 1)2+(0 2)2 4+4+4 12
= — — zn — 2 = —_ — —_— —_ — = — — - = —
DA T DT IK b=k 3 3 3) 799 9 9
12 V12 2vV3
donc KD = —=—=i.
RN
V3,23
Le volume du tétraedre est donc : % = 3
Exercice 3 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct.
On considere 'équation (E): z%>—2zv3+4=0.

1. Onrésout 'équation (E) : 22 —22zv/3+4=0; A= (—2\/5)2 —4x1x4=12—-16=—4.

L'équation admet donc deux solutions complexes conjuguées :
-2v3)+iv4  2v3+2i
( ) = V3 =v3+ietz'=v3-1.
2 2

2. On considere la suite (M;,) des points d’affixes z,, =2" e i(_l)n%, définie pour n > 1.

) z g -7 -7 3 1
a. zlzzle‘(‘l’lé =2e!'% =2(cos?+isin?)=2(£+i(—i)) =v3-i=2z"

,__

2
Donc z; est solution de I'équation (E).

. z o b4 T 3 1
b. zz=2261(_1)2€=4e‘€=4(cos—+isin—)=4 £+i— =2v3+2i
6 6 2 2
. 2 — -7 -7 3 1
ZSZZSEI(_I)SE =8e!® ZS(COS?'FiSiIl?):S(%'Fi(—E))=4\/§—4i

c. |z1]1 =2 donc le point M; d’affixe z; est situé sur le cercle de centre O et de rayon 2; de
plus, la partie imaginaire de z; est —1 donc le point M est situé sur la droite d’équation

y=-1.
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Pour placer le point M>, on utilise le fait que |z2| = 4 et que Im (z2) = 2.

Pour placer le point M3, on utilise le fait que |z3| = 8 et que Im (z3) = —4.

z4 =2% -0 = 16ei% ; pour placer le point My, on utilise le fait que |z4] = 16; de
plus arg(zs) = % = arg(z) donc les points O, M, et M, sont alignés donc My € (OMy).

Voir la figure en annexe.

ir V3 i V3 (=D"i
6 + .

Sin>1etnpair, (-1)"=+1,donc e V"5 = el = =4 — ==
Z pair, (=1) 3= )
; nm 3 -D"i
Donc si n > 1 pair, z, =2"e "D €=2”(§+( 2) .
(] E . 3 i 3 (=D"i
Si n impair, (-1)" = -1, donc e 1"V E:elfzﬁ__=£+( ) '
2 2 2 2
i nxu 3 -D"i
Donc si n impair, z, =2"e !V ‘:2”(§+( 2) )
3 (=D"i
Donc pour tout entier n > 1, zn:gn(\/?—Jr( 2) )

8. MiM =1z —z11=]2v3+2i - (V3-1i)| = [2v3+2i —v3+i|=|V3+3i]|
=/ (V3)+32=v3+9=112=2V3
My Ms = |z3 - zo| = [4V3-4i - (2V3+2i)| = [4V3-4i —2v3-2i| =[2V3 - 6i|
=1/(2v3)*+(-6)2 = V12+36 =48 =4/3=22\/3
Pour la suite de I'exercice, on admet que, pour tout entier n > 1, M, M4+ = 21/3.
5. Onnote€n=M1M2 +M2M3+"'+MnMn+1.
a. D’apresla question 4, £, =2v3+22V/3+---+2"/3=(2+22+.--+2") /3

La suite (2") définie pour n > 1 est géométrique de raison g = 2 et de premier terme
2! =2;1a somme S de ses premiers termes consécutifs est donnée par la formule :

nombre de termes

. 1 —raison
S = premier terme x -
1 —raison
1-2" 2" -1
donc2+2%+...2"=2x =2x =2(@2"-1)
1-2 2—-1
Ch=(2+22+---+2")V3=2V302"-1)
1000 1000
b. £, >1000 <> 2v/32"-1)>1000 <> 2"—1> —— < 2" > —— +1.
2V3 2V3
La fonction In est strictement croissante sur ]0, + oo[, donc
1000 1000
(,>1000 < In2") >In|——+1| < nln2>In|——+1
2V3 2V3
Orln2>0donc
(12,
¢, >1000 <— n}% <~ n>8,18.
n

Le plus petit entier n tel que ¢, > 1000 est 9.
On peut vérifier que £g = 510v/3 = 883 < 1000 et £y = 1022+/3 =~ 1770 > 1000.
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Exercice 3 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. D’apres la formule des probabilités totales :
an+1=P(Ap+1) =P(AnNAp+1) + P(BuNApt1) + P(CnN Apt1)
=P (Ap) x Pa, (Aps1) + P (By) x P, (Ans1) + P(Cy) x Pc,, (Ap+1)
Si, aprés la n-ieme navigation, l'internaute est sur la page n° 1 (événement Aj), il ne reste
pas sur cette page donc Py, (Ap+1) =0.
Si, apres la n-ieme navigation, l'internaute est sur la page n° 2 (événement By,), il ira sur la

1

page n° 1 avec une probabilité de > donc Pg, (Ap+1) = >

Si, apres la n-ieme navigation, l'internaute est sur la page n° 3 (événement Cy,), il ira sur la
1 1

page n° 1 avec une probabilité de > donc Pc, (An+1) = >

De plus P (Ay) = an, P(By) = by et P(Cp) = cy.

1 1 1
Donc ays1=an,x0+by,x —+cypx—=—=-b,+—c
n n n 2 n 2 2 n 2 n
On aurait pu aussi construire un arbre pondéré pour représenter la situation.

1 1 1 3 1
On admet que, de méme, b =—auy+—-b,+—-cpetc =—au,+—-b,+—cy,.
q n+1 2 n 2 n 2 n n+1 1 n 1 n 1 n

2. D’apres la question précédente :

1 1 1
an+1 = Oxan*‘gbn"'gcn an+1 0 5 3 an
1 1 11 1 1
bpy1 = Z“n"‘zbn"'zcn = | bpa |~ Z Z Z by,
3 +1b+1 3 1 1
c = —ap+- —C c - - —1lc
n+1 4 n 4 n 4n n+1 4 4 4 n
1 1
0o = =
2 2
11 1 1 _
Doncenprenant M=|- - Z|onaUy4+ =MU,.
4 4 4
3 1 1
4 4 4

Soit 2, la propriété U, = M" U,.
1 0 O
e Pour 1 =0, M°Uy = Up car M° est la matrice identité [0 1 0
0 0 1

Donc la propriété est vraie au rang 0.

* On suppose que la propriété est vraie au rang p quelconque avec p > 0, c’est-a-dire
U, = MPUj.
On sait que, pour tout entier naturel n, Uyp+1 = MU, donc Up+1 = MU),.
Or, d’apres I'hypothése de récurrence, Uj, = MP Uy, donc up1 = Mx MP Uy = MP*Ly,.
Donc la propriété est vraie au rang p + 1.

* La propriété est vraie au rang 0; elle est héréditaire, donc elle est pour tout n > 0.

Donc, pour tout entier naturel n, U, = M"Uj.

X
3. Soitla matrice colonne U= |y | telleque: x+y+z=1et MU =U.
z
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1 1 1 1
0 = =1|=x X —y+-z=x
2 2 2 2
1 1 1 1 1 1
MU=U << |- - = = — x4+ Zv+Zz=
4 4 4 Y y 4 4y 4 y
3 1 1 3 1 1
- - =]lz z -X+-y+-z=2
4 4 4 4 4 4
1 +l
—y+-z=x
Zy 2
1 1 1 y+z=2x (L1)
Xty E=Y x+y+z=4y (12
. . N 47 47 4 y+tz=4y (L2)
On doit donc résoudre le systéme < 3 ; 1 Sx+y+z=4z (L3)
Zx+1y+zz=z x+y+z=1 (L4)
x+y+z=1
1

De (L2) et (L4) on déduit4y=1d'ou y = 1

1
(L1) < x+y+z=3xcequidonne en utilisant (I14) : 1 =3x < x= 3

1

(I14) << z=1-x— y:>z_1____—E_

3 4
Comme on n’a pas procédé par équivalen

5

ces, il faut vérifier que pour les trois valeurs de

X, y et z trouvées, les quatre lignes du systéme sont vérifiées, ce qui se fait sans probleme.

1
X 3
Lunique matrice colonne U =| y | telleque: x+y+z=1let MU=U,est U = i
2 5
12
—1\n —1\n _1\n
i 2 -1 e
1+(2)X 1+(2) l+(2)
3 3 3 -3 3 -3
. " 1 1 1
4. Pour n entier nonnul,ona: M" = Z - hl
4 4 4
— (=) x 2 _(=1\" =1\
i+( (2)) i+ () i+ ()
12 3 12 -3 12 -3
1 (F)"x2 1 (&) 1 (F)
—+ —+ —+
an 3 3 3 -3 3 -3 ao
U,=M"U; < b | = l - l b
" n 4 4 4 0
_1 _ _
ol |5 @) 5 -@)" s -3 |e
12 3 12 -3 12 -3
__1 nXZ __1 n __1 n
e R
1 1
— < anZao+Zb0+ZC()
—(F)"] x2 _(=1)" ~(34)"
e +(3+ (2))b0+( 3 )
12 3 12 -3
1 1 1
Onconstatequebn—zao+ bo+4co——(ao+b0+co) orao+bo+co—1doncbn—z.
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On sait qu'une suite géométrique de raison g o1 —1 < g < 1 est convergente vers 0 donc

—_1\n _1\n

=) "x2 =1

Z ) =0et lim ( 2 )
n—+oo —3

=0.

n

lim (——) =0; on en déduit que lim

n—+oo 2 n—+oo

D’apres les théoremes sur les limites, on peut dire :
1 1 1 1 1

lim ap,=-ap+-bo+-co==(ap+bo+cp) ==.

pIm an=Zdo+gbo+ g0 =3 +bo+ ) =3

5

5 5 5 5
lim ¢, =—ag+—bg+—co=—(ap+byg+cy) = —.
L 6n = Ty a0t oot 0= o dot botco) = 1

1 1
5. nliIP a, = 3 donc, a long terme, la page 1 du site sera consultée 100 x 3 ~ 33,33% du
—+00

temps de visite.

1 1
nlirP b, = 1 dong, a long terme, la page 2 du site sera consultée 100 x i 25% du temps
—+00

de visite.
, 5 R . . 5

nhrP Cpn = o donc a long terme, la page 3 du site sera consultée 100 x T 41,67% du
—+00

temps de visite.

Exercice 4 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A
En utilisant les données du texte, on peut construire 'arbre pondéré suivant :

0,30

1-0,30=0,70

1-0,10=0,90 .-
M

1-0,08 =0,92

C
1. a. P(MNC)=P (M) x Py (C)=0,1x0,3 =0,03
b. D’apres la formule des probabilités totales :
P(©)=P(MnC)+P(MnC)
= P(M) x Py (C)+ P M) x P57(C) = 0,1 x 0,3+0,9 x 0,08 = 0,03 +0,072 = 0,102

2. On choisit au hasard une victime d'un accident cardiaque.

La probabilité qu’elle présente une malformation cardiaque de type anévrisme est Pc (M) :
P < EANO) _ 0,03
CTTPRPO T 002

=~ 00,2941

Partie B

1. On peut considérer que, choisir au hasard un échantillon de 400 personnes, peut étre as-
similé a un tirage avec remise de 400 personnes dans la population totale.
Or la probabilité quune personne souffre d'une malformation cardiaque de type ané-
vrisme est P (M) = 0,1 d’apres le texte.
Donc on peut dire que la variable aléatoire X qui donne le nombre de personnes souffrant
de cette malformation cardiaque suit une loi binomiale de parametres n =400 et p =0,1.
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400
2. Comme X suit la loi binomiale 98 (400;0,1), P (X = 35) = ( a5 ) 0,13 (1-0,1)400-35,

le résultat donné par la calculatrice est approximativement 0,0491.

3. La probabilité que 30 personnes de ce groupe, au moins, présentent une malformation
cardiaque de type anévrisme est P (X > 30) quiest égaleal—P(X <30) =1-P(X <29).
D’apres la calculatrice, P (X < 29) = 0,0357, donc P (X > 30) = 0,964 3.

Partie C

1. On sait que si X suit la loi binomiale % (n,p), alors l'intervalle de fluctuation asympto-

tique de la variable aléatoire F = — au seuil de 95 % est donné par :

400
Vr(1-p) 196\/19(1—17)
7; + , i —

Vi P Vi
V0,1(1-0,1) V0,1(1-0,1)

;0,1+1,96
v400 v400

2. Dans I'échantillon considéré, 60 personnes présentent une malformation cardiaque de

I=|p-196

0,1-1,96

- [0,0706; 0,1294

60
e anévrisme; — =0,15¢ 1.
P 400 3

Le taux de malades dans cet échantillon est anormalement élevé.
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