Durée : 4 heures
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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats

Les probabilités demandées seront arrondies a 0,01.

1 1
1. a. OnsaitqueE(X)zzzlo — Azﬁzo,l.

b. Ona P(X <6) =1-e %6 % 0,451 soit 0,45 au centiéme pres. Donc P(X > 6) =~ 10,45
soit 0,55.

c. Laloi est sans vieillissement donc :
Px>6(X >12) = Px>6(X > 6+6 = P(X > 6) = 0,55 (question précédente).

d. ¢ vérifie I'équation :

P(X>1)=0,05 < e %11 =005 < (par croissance de la fonction logarithme népérien)

In0,05
-0,11=In0,05 < t=-10x

29,95, soit 30 mois environ.

2. a. OnaP(B5< ML65) =P(u—20 < M < p+20)=0,95 (résultat connu sur la loi normale).

b. Il faut trouver m tel que P(M > m) > 0,99 < P(M < m) <0,01.
La calculatrice (grace a la fonction inverse loi normale) fournit m = 54.

2
3. Le commercant fait I'hypotheése que la proportion d’acheteurs de glace a la vanille sera p = 3

et il utilise un échantillon de taille n = 120.
Les conditions :
e n=1202>5;

2
. np=120x§=80>5;

1
. nn(l—p)=120x§=40>5

permettent I'établissement d’'un intervalle de fluctuation :

- 2x1 2,1
[P 196\/’9( 29 p+1,96,/ PP p) 2-1,9 375 96\/%]=
~1,96 % % \/_x_
120

On obtient I = [0,58 ; 0,76].

Or la fréquence observée sur I’échantillon est f = 16250 =~ 0,54.

Comme 0,54 ¢ I, avec un risque d’erreur de 5 %, 'hypothése du commercant doit étre remise
en cause.

Exercice 2 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A

(H):fM=0 f1)=025 etlimf()=-

x>0
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1. Sif(x)= ax®*+bx+c, avec a, b, c réels, ona liII(l) f(x) = c ce qui contredit la troisiéme condition :
x—>

x>0
f n’est donc pas un trind6me du second degré.

2. Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]0; 1] par g(x) = kIln x.

k
a. Avec g’(x) =—sur]0;1l]ona
X

klnl = 0
g =0 A 0 =0
/ — - = 0,25 =
g (1) 0,25 1 - k 0,25
limg(x) = -oo .k lim0,25lnx = -oo
x—0 lim-— = -o0 x—0
x>0 x—0 X x>0
x>0

Les trois conditions sont remplies par la fonction g définie sur [0; 1] par g(x) =0,25In x.

b. On a g(0,5) = 0,25In0,5 = —0,17 et sur C le point d’abscisse 0,5 a pour ordonnée —0,75
environ. Donc la courbe représentative de la fonction g ne coincide pas avec la courbe C.

4a
Avec K/ (x) = —— +bona
X

h() = 0 a+b = 0
W (1) = 0,25 —-4a+b = 0,25
. — a
limh(x) = -oo lim—+bx = -o0
x—0 x—0 x4
x>0 x>0
. . ) . 1 1
Par différence des deux premieres équations on trouve 5a = —0,25 = -1 > a= ~%0 etla
A . 1
premiere équation donne b = 20"
a
On a bien lim — =—ooet lim bx =0, donc lim h(x) = —oo.
x—0 X x—0 x—0
x>0 x>0 x>0
1 X
Conclusion la fonction £ définie sur ]0; 1] par h(x) = ~50 + %0 vérifie les trois conditions.
X

Partie B

1 1
f(x)—%(x—y).

3. Lafonction f différence de fonctions dérivables sur ]0; 1] est dérivable sur cet intervalle et
flx) = L 1+ i)
T 20 x5)

Sur ]0; 1] les deux termes de cette somme sont supérieurs a zéro, donc la dérivée est stricte-

ment positive : la fonction f est donc strictement croissante de moins l'infini (car 11rr(1) - =
x— X

Ja f)=—(1-1)=0
—00 =—@1-1=0.
20
La fonction f étant continue il existe donc un réel unique a de ]0; 1] tel que f(a) = 5.

1 1
0 0,3)=—[0,3- —|~-6,2
nafs3 20( 0,34)

etf(04)—1(04 1)~ 1,9
) _20 ) 0,44 ~ <y
donc 0,3 < a <0,4.

f(0,32) = —4,75 et f(0,31) = —5,4, donc

0,31<a<0,32.
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2. a. uestdérivable sur ]0; 1] comme inverse de la fonction v définie sur ]0; 1] par v(x) = 2x2.
Onav'(x)=—-—S=-—=-—.
(=) v2 4x4 x3
1
4
4+ =
7'[(13 4) n(a3 4)_7r( 5 a3+ 4)_n( 5 a3+2)
2003 2) 20(3 a) 20\ 3 3 2a%2) 20\ 3 3 a2/
Avec a ~ 0,31 on obtient 3,006 et avec « =~ 0,32 on obtient 2,804.

v 4x 1
1 1 1 4 g 7 (x> 4
b.V:fﬂxzf’(x)dxzfnxzx—(l+— x:f— x:—(———) =
a a 20 x? a 20 x3 2003 2x%/,
Donc 2,804 < V < 3,006.

Exercice 3 5 points
Commun a tous les candidats

1
2 1
On consideére la suite (I;) définie par Iy = f 1= dx et pour tout entier naturel 7 non nul
0 - X

L n
2 X
Inzf dx.
0o 1—x

1

2 1
1. Iy = —dx.
o 1—x

1
Sur l'intervalle [0 ; %], la fonction x — 1 est la dérivée de la fonction x — —1In(1 — x),

donc

1
Iy=[-In(1-x))¢:~In{ +In1=—-(-In2) +0 =In2.
1 1 1
2 1 2 X 21—-x e e .
Dy—-6L = ——dx- ——dx= f —— dx (par linéarité de l'intégrale), donc
o 1—x o 1—x o 1—x

N
®

1
Iy-1T —[Eldx—1
o—h A 5"

1 1 1
b. 10—112—@1121——211’12——.
2 2 2

3. a. Quel que soit le naturel n :

3 xn 7 xntl
I,—Ins1 = f dx-1, = f ] dx et par linéarité de I'intégrale :
0 0

_x [—
1 n n+l 1L n n+1 1 1 n+1 0+l
2( x X 2 x"—x 2 ,1-x 2 X
Ii—1Iy11 =[ ( - )dx:f 7dx=[ x"—dx:[ x"dx =
o \1-x 1-x 0 1-x 0 1-x 0 n+l1j,
1+l
(2)
n+l’
b.
I —In2
k—0
Tant que k < n faire
k—k+1
I 0,5%
k
Fin Tant que
Afficher I
4. Soit n un entier naturel non nul.
. S 1 x" 1
On admet que si x appartient a I'intervalle [0; E] alors 0 < 1 < o1
-Xx
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a. On sait que les intégrales de ces trois fonctions positives sont rangées dans le méme ordre
que ces fonctions, donc

1 L 5 1
fzodx<f2 a dx<f2desoit'
0 Sho1-x 7 "y 2nd '

1
]2 etenfin0< [, <
0

0<In<

on-1 on’
1 n
b. On sait que 0 < % <l=> nlirP (5) = 0, donc d’apres le théoreme des « gendarmes »,
—+00
lim I,=0.
n—+oo

5. a. Démonstration par récurrence :

1
o Initialisation : S; = > = Ip — I (démontré a la question 2. a. : la relation est vraie au rang
n=1.
o Hérédité Supposons que pour un naturel n > 1, on ait :
(1)n+1 (1)n+1

2 —T,+-2

S, =1y—1,,alors S;;;1 =S, + 0
n+1 n+1

=Iy— I+ (I, — I,+1) (résultat 3. a.).
Donc:

Sp=Io—In+1—-n—-1I,41 = Iy — I+ : I'égalité est vraie au rang n + 1.

On a démontré que la relation est vraie au rang 1 et que si elle est vraie a un rang supérieur
ou égal a 1, elle est vraie au rang suivant : d’apres 1'axiome de récurrence, pour n > 1,
Sn=1y—1I,.

b. Onavualaquestion4.b.que lim I,=0,donc lim S, =1Iy=06In2.
n—+oo n—+oo

Exercice 4 5 points
Pour les candidats n’ayant pas suivi la spécialité

1. Les trois points E, B et D appartenant aux trois axes de coordonnées et n’étant pas confondues
avec O, le plan (EBD) existe et a une équation de la forme :
M(x; y; 2) € (EBD) <= ax+by+cz=d, avec a,b,cetdréels.

Donc:
E(;0;6)€(EBD) < 6¢c=d < c=

ol

’

d
B(12;0;0) € (EBD) <— 12a=d <— azﬁ;

d
D(0; 18;0) € (EBD) < 18b=d < b:E.

d d d 1 1 1 1 1
DoncM(x; y; 2)€ (EBD) <= —x+—y+—z2=d < —x+—y+-z=1 = —x+-y+z=
12 18 6 12 18 6 2 3
6 < 3x+2y+6z=36.

2. a. G améme abscisse que B, méme ordonnée que D et méme cote que E, donc G(18; 6; 12).

(12
Onadonc AG|18].
6
R —— R R — x
M(x; y; 2) € (AG) < il existe t € R, AM = tAG c’est-a-dire si, avec AM | y
z
x = 12t
y = 18t
z = 6t
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b. Le pointK(x; y; z) existe si ses coordonnées vérifient I'équation de la droite (AG) et]'équa-
tion du plan (EBD) soit si le systéme suivant a au moins une solution :

X = 12t

¥ = 18t . .

. - e O (en remplacant dans la derniére équation)
3x+2y+6z = 36

Ix12t+2x 18t+(15><6t=36 < 36t+36t+36f =36 < 108t =36 < 6x18f=6%x6 <
18t=6 < t=-.
3

1 1
En reportant on obtient x = 12 x 5 =4,y=18x 5 =6,z2=6x 5 =2.
DoncK(4;6; 2)

3
3. Unvecteur n normal au plan (EBD) a pour coordonnées n |2 |.

=2

La droite (AG) est-elle orthogonale au plan (EBD) si 71) et E sont colinéaires ce qui est mani-
festement faux puisque 12=3x4, 18=2x9

4. a. E(0;0;6) etD(0;18;0), donc M(0; 9; 3).

_ (-8 _ (12
OnadoncBK| 6 |etBM| 9
2 3

On a BM =1,5BK :les vecteurs sont colinéaires, donc les points B, K et M sont alignés.

b. On trace [AH] qui coupe [DE] en son milieu M car ADHE est un rectangle.
Le point K appartient a la droite (AG) et d’apres la question précédente a la droite (BM) : il
est a l'intersection de ces deux droites. (voir la figure a la fin)

5. a. Lesdeux plans (ADE) et P sont paralleles : ils sont coupés par un troisieme plan (EBD) selon
deux droites paralléles; le plan P coupe donc le plan (EBD) selon une parallele a la droite
(ED).

b. La parallele a la droite (ED) passant par K est tracée en tireté (voir la figure a la fin).

Exercice 4 5 points
Pour les candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

. s . 2 3 . .. P
On consideéere la matrice M = (1 2) et les suites d’entiers naturels (u,) et (v,) définies par :

. u u
up =1, vy =0, et pour tout entier naturel 7, ( ”+1) = M( ”)
n+1 Un

Les deux parties peuvent étre traitées de facon indépendante.
Partie A

On a calculé les premiers termes de la suite (v,) :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Un 0 1 4 15 56 209 780 2911 | 10864 40545 151316 | 564719 | 2107560

1. D’apresle tableau il semble que les chiffres des unités de v, soient de facon cyclique:0, 1 4, 5, 6, 9.
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5 a OnaMz—(4+3 6+6 )_(7 12

242 3+4 ) |4 7)’pms
(26 45
15 26)

Légalité (admise) (u”+3) = M3 (u”) se traduit donc par
Un+3 n

14+12 21+24

3 _ 2 _
ME=M"xM=|"g. 7 15414

Up+y = 26uy, +45v, .
quel que soit le naturel 7.

15u, +26v,

b. Du dernier résultat précédent on déduit que 15u, = 0[5] et par conséquent que v,4+3 =
26v;, [5] et enfin que v;,+3 = vy, [5].

Un+3

3. Initialisation : pour q =0, on a v, = v, [5] =I'équivalence est vraie au rang 0.
Heérédiré : supposons que pour g € N, on ait v34+, = vy [5].
AlOTS V3(g+1)+r = V3g+3+r = V3g+r+3 = U3q+r [5] d’apres la question précédente.
On a donc v3(g+1)+r = V34+r [5] : 'équivalence est vraie au rang g + 1.
L'équivalence est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang g quelconque elle est vraie au rang
suivant : d’apres le principe de récurrence on a donc pour tout naturel g : v34+, = vy [5].
4. « avecr =0, I'équivalence précédente donne v34 = v [5], soit v34 =0[5];
e avec r = 1, I'équivalence précédente donne vs4+1 = v1 [5], soit v34 = 1[5];
* avec r = 2, I'équivalence précédente donne v3442 = v2 [5], soit v34 =4 [5].
5. On a donc montré que pour tout naturel 7, u, est congrua 0 ou 1 ou 4 modulo 5. On a donc
v, =5p+0ouv,=5p+1,ouv,=5p+4.
* si p est pair, p =2gq, alors :
v, =10g+0, ou v, = 10g + 1, ou v, = 10g + 4, ce qui signifie que v, est congrua 0, 1 ou 4
modulo 5;
e si p estimpair, p =2qg+1, alors:
v, =10g +5, ou v, =10g +6, ou v, = 10g +9, ce qui signifie que v, a pour chiffre des unités
5,6o0u9.
Finalement le chiffre des unités de v, est0, 1, 4, 5,6, 9.
Lensemble des ces valeurs estdonc {0; 1;4; 5; 6; 9}

Partie B

1. Onsaitque1<\/§<2,donc1<§<2 < g<p<2qg.

... f[a b .1 (10
2. SiM _(c d),onaM—M —(0 1)

2a+3c = 1

2b+3d = 0

2a+2¢c = 0 °

2b+2d = 1

On obtient de la premiere et de la troisiéme équation par différence ¢ = 1, puis a = —1 et de
méme d=2etbh=-3.

-1 -3
DoncM—(1 2)

/

3. a. (Z,) =M! (Z) entraine p’' =2p-3qgetq =-p+2q.

b. Puisque p et g sont des entiers naturels non nuls les relations de la question précédente
montrent que p’ et g’ sont des entiers. relatifs.
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C.

Polynésie

Soit a € Rtel que p’ = aq'.
p=aq < 2p-3g=a(-p+2q) = Q2+a)p=03B+2a)q.
Maisgz\/g@ p=qV3, donc

2+a)qV3=0B+2a)g = V32+a)=3+2a < a2-3)=2V/3-3 =
a-v3)=v32-V3) = a=V3.

Onadonc p' = q'V3.

Onavualaquestionl.que g< p<2q < 2q<2p<4q < —-q<2p-3g<q <
-g<p <gq.

Deplus ¢’ = -p+2g =-v3q+2q = (2-v3) q: q' estle produit de deux facteurs supérieurs
a zéro : donc g’ > 0.

Finalement:0< g’ < q.

On a supposé que g = /3, la fraction étant irréductible et g le plus petit possible et on

/
trouvé que dans ce cas v/3 = % donc un autre quotient avec ¢’ < g : ceci est contradictoire :
I'hypotheése initiale est fausse.
Conclusion /3 n’est pas un rationnel.
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Annexe 1 (exercice 2) :

-

[

Annexe 2 (exercice 4 pour les candidats n’ayant pas suivi la spécialité) : a rendre avecla copie
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